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摘要 在精确宇宙学的时代, 多信使、高精度、小尺度的宇宙学观测在帮助人们从更加深刻的层面理解宇宙

极早期的同时, 也给基于线性近似和微扰展开宇宙学扰动理论带来了新的挑战. 近年来, 对原初引力波和原初黑

洞的搜寻使得研究人员们对早期宇宙在小尺度上的非线性非微扰过程产生了浓厚的研究兴趣. 综述了在宇宙学

小尺度上关于原初黑洞产生以及引力波研究取得的诸多进展, 重点关注了使用Mathieu方程的共振效应来研究

小尺度功率谱放大以及诱导产生可观测的原初引力波的方法. 此外, 还尝试探讨了非高斯尾巴对原初黑洞形成

的影响. 发现Mathieu方程所具备的共振效应可以提供一种有效的方法来刻画原初宇宙中小尺度的非微扰动力

学过程, 从而能够更好地理解原初黑洞的形成以及相关的引力波产生机制. 同时, 非微扰的非高斯性在原初黑洞

形成中可能会产生不可忽视的影响.
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1 引言

近些年来, 随着宇宙学观测技术的迅猛发展,

我们已步入精确宇宙学的时代, 并以前所未有的精

度和广度来探测我们的宇宙, 揭开宇宙的神秘面

纱. 值得注意的是, 来自极早期宇宙的引力波和原

初黑洞这两大课题引起了大量研究人员的关注. 这

两者都起源于宇宙诞生之初的量子扰动, 堪称为宇

宙的“活化石”, 因此针对它们的研究和探测将极大

推动人类对于极早期宇宙的认知.

对宇宙原初时期扰动的研究一直以来是宇宙

学的核心话题, 恰恰是宇宙学扰动理论的建立使宇

宙学正式成为可以被检验的科学. 现代宇宙学的

标准理论观点则认为, 今天在宇宙微波背景辐射

(Cosmic Microwave Background, CMB)以及大尺

度结构(Large Scale Structure, LSS)巡天上所观测

到的密度涨落都起源于极早期宇宙时期量子场的

涨落[1–5]. 不同的极早期宇宙模型对原初涨落的统

计性质, 如功率谱、非高斯性、张量标量比等参数

给出了不同的预言, 这使得通过研究原初扰动揭秘

宇宙起源成为了可能. 大尺度上对宇宙学扰动的观

测似乎表明我们宇宙的原初扰动具有近似标度不

变、准绝热、近高斯分布的统计性质[6–7]. 包括暴

胀理论在内的反弹、循环、浮现等极早期宇宙图

景都需要能够相对自然地解释这些观测事实[8–15].

其中, 慢滚暴胀模型, 即驱动暴胀的标量场在一段
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足够平缓的势能上缓慢演化的暴胀过程, 不仅较为

自然地解释了上述观测事实, 同时还具有简洁的理

论框架, 因而受到了学界的广泛重视.

然而, 目前在大尺度上的宇宙学观测还不能让

我们对极早期宇宙实现全面的认识. 为了解决因果

性疑难等观测疑难, 宇宙在极早期的暴胀需要持续

约60个e-叠数, 而我们在CMB上所看到的各向异性

都来自于在暴胀开始约7个e-叠数时间内穿过哈勃

半径的扰动模式. 对于它们的研究只能一定程度上

揭示宇宙在暴胀过程早期的情况, 想要全面地研究

暴胀过程甚至整个极早期的宇宙, 我们不得不试

图去搜寻原初扰动在小尺度上所留下的踪迹. 如

图1所示, 在稍晚的时间退出视界的那些扰动模式

携带着更多关于暴胀过程的信息, 它们对应着小尺

度上的原初扰动, 包含着丰富的现象学价值.

由于引力相互作用的非线性本质, 我们在小尺

度上观测原初扰动困难重重. 小尺度扰动所携带的

原初信息被宇宙演化过程中复杂的天体物理过程

所污染, 因此我们必须另辟蹊径. 研究原初黑洞和

原初时期产生的引力波就是两种可能的方案.

与天体物理起源的黑洞是大质量恒星的遗骸

不同, 原初黑洞诞生于重子物质产生之前, 由原初

宇宙中的过大扰动直接坍缩形成[16–18]. 因此原初

黑洞不仅可以作为今天我们尚未观测到的暗物质

候选者[19–25], 作为中等质量黑洞解释激光干涉仪

引力波天文台(Laser Interferometer Gravitational-

wave Observatory, LIGO)合作组所探测到的部分

引力波事件[26–27], 还为今天在高红移处观测到的

超大质量黑洞提供了可能的黑洞种子[28–32]. 原初

黑洞的形成理论认为, 当在暴胀时期退出哈勃半径

而冻结的原初扰动在暴胀结束后重新进入视界时,

振幅超过坍缩阈值的扰动就会在引力作用下坍缩

形成原初黑洞. 因此对原初黑洞的丰度和质量函数

计算高度依赖于相应尺度原初扰动的统计性质, 如

原初扰动功率谱、非高斯性等. 反之, 对原初黑洞

的搜寻和讨论能够帮助我们了解原初扰动在小尺

度上的性质. 在利用原初黑洞解释上述不同的天体

物理观测结果的理论模型中, 原初黑洞必须是宇宙

物质世界中不可忽略的组分, 我们自然希望在宇宙

的原初扰动能够产生所需丰度的原初黑洞. 但简单

的计算表明若原初扰动在更小的尺度上依然服从

高斯统计且其功率谱仍保持近标度不变, 那么宇宙

中的原初黑洞丰度可忽略不计. 要产生可被观测到

的原初黑洞, 至少需要在小尺度上使标量扰动的功

率谱相较于大尺度放大数个量级或是使其偏离高

斯统计并倾向于产生更大的扰动1.

图 1 一种可能的暴胀模型势能示意图, ϕ是暴胀子场, V (ϕ)是暴胀子

的势能. 在图示的暴胀理论中, 暴胀子在势能的驱动下从右向左演化.

大尺度上的观测结果倾向于一个慢滚的暴胀, 即暴胀子在一个平缓的

势能曲线上缓慢滚动. 这些观测对应的原初扰动仅反映了暴胀开始的

约7个e-叠数时间内的动力学特征, 对于剩下约50个e-叠数时间里的暴

胀过程(在图中的绿色区域)我们仍然知之甚少, 可能会存在破坏慢滚

条件的演化行为. 慢滚条件的破坏可能会导致原初扰动的统计性质发

生改变, 可以通过标度依赖性、非绝热扰动、非高斯性等体现在对小

尺度原初扰动的观测中.

Fig. 1 A possible inflationary model potential sketch. In the

illustrated inflationary theory, the inflaton evolves from right

to left under the influence of the potential energy.

Observational results at large scales tend to favor a slow-roll

inflation, where the inflaton slowly rolls down a gently

sloping potential curve. These observations only reflect the

dynamical features within approximately 7 e-folds from the

beginning of inflation (shown in the right white in the

figure). For the remaining about 50 e-folds of inflation (in

the green region in the figure), we still have limited

knowledge, and there may be evolutionary behaviors that

violate the slow-roll conditions. The breakdown of slow-roll

conditions could lead to changes in the statistical properties

of primordial perturbations, which can be manifested in

observations of small-scale primordial perturbations through

scale dependence, non-adiabatic perturbations,

non-Gaussianity, and other effects.

1最新的随机引力波背景观测指出, 如果脉冲星阵列所观测到的随机引力波信号是原初标量扰动所诱导的, 那么会产生过多的原初黑洞. 对非高

斯性的研究也有助于解决这一问题.
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在暴胀宇宙学图景当中, 更小尺度的原初扰

动取决于暴胀子在暴胀阶段更晚时期的动力学行

为. 如图1所示, 在我们未知的约50个e-叠数的暴胀

过程中, 暴胀子可能经历一些非平凡的演化过程,

这些过程对慢滚条件的破坏就有可能放大原初功

率谱或产生非高斯性. 近年来, 学界有相当数量的

模型通过在暴胀过程中构造非平凡的势能来放大

原初扰动功率谱. 以超慢滚暴胀为代表的一大类

非吸引子暴胀模型[33–37], 及当暴胀子势能中存在

向上(向下)的鼓包(坑洼)时都会破坏暴胀的慢滚条

件[38–39]. 通过适当选择势能曲线的参数, 原初曲率

扰动R的功率谱在特定的尺度范围内可以放大到
PR ∼ 10−2, 进而产生足够丰度的原初黑洞. 这类

模型往往需要仔细调整暴胀子场的势能, 以保障暴

胀过程可以顺利地进行. 在对非吸引子暴胀模型更

进一步的研究中[35, 37, 40]发现暴胀子势能上存在的

非平凡结构不仅可以放大在特定尺度的原初扰动

功率谱, 还对这些原初扰动的非高斯性有非平凡的

影响. 正如前面所提到的, 原初扰动的功率谱和非

高斯性都会对原初黑洞的丰度产生显著的影响. 因

此在非吸引子模型中的非平凡非高斯性对讨论原

初黑洞有非凡的意义.

当原初扰动严格遵循高斯统计时, 功率谱即两

点关联函数(二阶矩)已经描述了所有的统计信息.

在CMB和LSS的观测中, 人们常使用非高斯参数

fNL等来讨论原初扰动对高斯统计的偏离, 这些参

数实际上衡量了原初扰动概率分布函数高阶矩的

大小. 在传统的非高斯性研究中, 人们通常使用In-

In形式通过微扰论的方法计算原初曲率扰动的有

限多点关联函数. 这个思路成功地帮助人们刻画了

大尺度原初扰动在均值附近的统计性质, 但随着人

们对非高斯性对原初黑洞形成影响的研究, 非高斯

尾巴进入了人们的视野. 由于原初黑洞的丰度取决

于扰动在塌缩阈值以上的概率, 基于微扰展开的

非高斯参数有时并不能很好地刻画这一概率. 非

吸引子模型可能会产生严重的非高斯尾巴, 使我

们往往需要使用δN方法或基于随机暴胀的Fokker-

Planck方程得到扰动的完整概率密度函数才能够

计算原初黑洞的丰度. 我们在本文的第3节中, 使用

一个简单的例子概述了非高斯尾巴的相关研究.

除了修改暴胀子势能实现功率谱在小尺度上

的放大, 在具有非正则动能项的暴胀模型或暴胀

的有效场论模型中允许扰动模式具有非平凡的声

速cs, 即c2s ̸= 1. 非平凡的声速同样可以在小尺度

上放大原初扰动的功率谱, 用于讨论原初黑洞的产

生[41–43]. 近年来使用参数共振机制放大原初扰动

功率谱的工作也得到了学界的重视. 在扰动理论中

我们将暴胀子的运动方程分为背景和扰动两个部

分, 与前述放大功率谱的模型不同的是, 声速共振

机制并不需要修改背景的运动方程. 声速共振机制

通过构造特殊的声速行为使扰动的运动方程满足

参数共振条件进而将特定模式的扰动共振放大数

个量级. 参数共振机制在宇宙学当中最初被用于

在暴胀结束后再热时期热化我们的早期宇宙[44–49],

其高效地产生粒子数的行为被人们认为是一种可

以解析描述的非微扰过程因而得到了广泛的应用.

在2018年, 这种机制被首次用于放大原初扰动的功

率谱并产生单色质量函数的原初黑洞[50], 并进一步

推广到张量扰动的情形中, 在声速共振放大标量扰

动的同时讨论其诱导引力波的产生.

由于引力波与物质的相互作用十分微弱, 我们

可以通过引力波来研究原初时期发生的物理过程.

在小尺度上放大的标量扰动功率谱在塌缩形成原

初黑洞时同样也会产生引力波的信号, 这种引力波

被称为标量诱导引力波. 标量诱导引力波是一种重

要的随机引力波背景信号的波源候选者, 可以解释

脉冲星计时阵列所观测到的nHz频段的随机引力波

背景信号[51–53]. 由声速共振机制产生的标量诱导

引力波不同于常规的标量扰动引力波, 在暴胀时期

亚视界尺度的贡献不可忽略, 因此其能谱有独特的

双峰特征. 在多场模型中声速共振机制带来了更多

的可能性, 因为多场暴胀中曲率扰动退出哈勃视界

之后并不会冻结. 在第二个场贡献等曲率扰动时,

甚至可以通过声速共振机制在不放大曲率扰动的

情况下放大张量扰动. 这一机制可以用于构造Lyth

约束的一个反例, 在小场暴胀模型中提供较大的张

量-标量比r[54].

参数共振机制在放大扰动量时往往不需要修

改背景物理量的运动方程, 因此可以直接推广到更

一般的运动方程当中. 比如使用参数共振效应可
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以放大引力波信号. 在一些修改引力理论当中如

Horndeski引力中, 引力波的波速不一定是常数. 尽

管现有的近邻宇宙的引力波观测事例对宇宙晚期

引力波的波速给出了非常严格的限制, 但在更大的

宇宙尺度上仍有丰富的可能性. 当引力波的波速具

有特殊的振荡行为时, 引力波的运动方程可以重写

为Mathieu方程, 进而在共振频率上放大来自宇宙

早期的引力波信号[55]. 在未来的引力波观测试验平

台上有希望对这一理论预言做出检验. 将参数共振

应用于原初电磁场与暴胀子场的非最小耦合模型

中可以解释原初磁场的起源[56]; 考虑特殊介质中引

力波与电磁场的相互作用时, 参数共振机制能够非

微扰地描述引力子产生光子的行为[57].

随着宇宙学观测精度的提高和理论的丰富, 我

们已经开始踏足非微扰和非线性问题的领域, 这些

问题通常很难描述和求解, 而参数共振宇宙学和非

高斯尾巴的研究恰恰为这些复杂问题中的一小类

问题提供了可能的理论工具. 本文以这两种现象学

模型为例子, 综述了近年来使用参数共振和δN方

法研究这类超越微扰论问题的工作, 希望能够增进

我们对这些问题的理解. 本文的正文主要分为两个

部分, 我们在第2节中介绍参数共振的基本理论和

应用, 在第3节中介绍非高斯尾巴的非微扰性质以

及如何使用δN方法计算非高斯尾巴.

在本文中, 我们使用自然单位制, ~ = c = 1,

约化普朗克质量为Mpl ≡
È

~c
8πG

, 度规号差约定为

(−,+,+,+).

2 早期宇宙的参数共振

参数共振是物理学中的一种重要现象, 它普遍

存在于各种物理系统中并拥有悠久的研究历史. 在

荡秋千时, 秋千随人体节律摆动而越荡越高的现象

就依赖了参数共振机制. 系统在其参数周期性变化

下产生的不稳定性即参数共振, 共振只在特定参数

空间中产生, 而当参数退出共振区域时共振即停

止. 这种不稳定性往往表现为方程的解具有指数增

长的行为, 因此可以使微小的物理效应变得显著.

参数共振作为描述非微扰现象的可能机制在宇宙

学中得到了广泛应用.

在宇宙学中的再热过程里参数共振机制扮演

了重要的角色[44–46]. 在现代极早期宇宙学理论中

为了产生一个致密且炽热的年轻宇宙, 需要一个再

热过程来将暴胀结束后的暴胀子场转变为标准模

型中的基本粒子. 为了保证宇宙热化的效率, 需要

暴胀子场非微扰地衰变为标准模型中的粒子. 一种

广为接受的方案即参数共振: 通过暴胀子和物质场

的耦合使物质场的演化有参数共振行为, 极大地提

高了再热的效率, 也为这样的非微扰过程提供了一

种可能的理论描述.

在这一部分, 我们将介绍近年来在宇宙学扰

动理论中通过引入参数共振机制来研究极早期宇

宙现象学的新进展. 在第2.1节中我们将介绍通过

原初扰动的声速共振来产生原初黑洞的机制, 在

第2.2节中我们将通过参数共振放大产生在未来可

以被观测到的引力波信号, 对宇宙尺度上的引力理

论和原初引力波的性质进行探讨, 在第2.3节中我

们将介绍目前在早期宇宙研究中参数共振效应的

其它新应用, 包括解释原初磁场的产生等.

2.1 参数共振与原初黑洞

在本节中, 我们将探讨基于Mathieu方程共振

效应的参数共振机制, 以此来解释原初黑洞的生

成. 我们接下来将展示, 振荡的声速项如何引起原

初功率谱在小尺度上的增强, 并尝试提出可能的物

理模型以实现这一过程. 接着, 我们将研究双场暴

胀模型中的参数共振效应, 并通过引入熵扰动来实

现现象学上的可控不稳定性.

声速共振作为一种新型原初黑洞生成机制, 最

初由Cai等[50]于2018年提出.他们的研究发现,在暴

胀期间引入一个具有振荡行为的声速参数可以引

起原初密度扰动特定模函数的参数共振放大, 相应

的原初密度扰动功率谱可以在小尺度上存在一个

狭窄的主峰, 进而高效地产生具有特定质量函数的

原初黑洞, 同时在大尺度上保持近标度不变, 符合

CMB观测和LSS巡天观测.

在基于暴胀理论的标准宇宙学扰动理论中,

原初密度扰动起源于暴胀时期哈勃视界内的量子

涨落. 这些量子涨落被加速膨胀的时空背景拉伸

出哈勃半径, 并在暴胀结束后的辐射为主时期重

新进入哈勃半径内形成原初的经典扰动. 我们可
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以用规范不变量——共动规范下的曲率扰动R描
述原初宇宙的不均匀性. 需要指出的是, 均匀能

量密度规范下的曲率扰动ζ在超哈勃视界尺度上

与R相等, 因此本文中无特别解释的情况下对两

者不作区分. 对于具有非平凡形式的声速的原初

扰动[58–59], 我们可以使用正则变量v ≡ zR讨论,

其中z ≡
√
2ϵa/cs, ϵ≡ −Ḣ/H2, a = a(t)为标度

因子, 哈勃常数H ≡ ȧ/a, 上标“·”表示对宇宙时
间t的导数. 在讨论宇宙演化时也常用共形时间τ ,

定义为dτ ≡ dt/a, 上标“′”表示对τ的导数. 波数

为k的扰动模式vk的演化遵从Mukhanov-Sasaki方

程: v′′k + (c2s k
2 − z′′/z)vk = 0.

为了得到在特定k模式共振放大的原初扰动,

Cai等[50]考虑对声速项c2s做如下参数化:

c2s = 1− 2ξ [1− cos(2 k∗τ)] , τ > τ0 , (1)

其中ξ为振幅, k∗为振荡频率. 为了保证声速平方的

正定性, 振幅需要满足ξ < 1/4. 假设声速振荡于τ0

时刻开始, 这时k∗模式对应的尺度远小于哈勃半径,

即|k∗τ0| ≪ 1. 为简化分析, 假设在τ0时刻前cs = 1

并平滑过渡到振荡阶段. 为了解析计算的方便, 对

背景动力学做de Sitter (dS)近似. 根据(1)式的参数

化, 将扰动方程中的有效质量项展开到一阶:

z′′

z
=

2

τ2
− 4ξk∗

τ
sin(2k∗τ) + 4ξk2

∗ cos(2k∗τ) +

O(ξ2) . (2)

对于亚哈勃视界的模式, 前两项可以忽略, 扰

动方程近似为标准形式的Mathieu方程:

d2vk
dx2

+ (Ak − 2q cos 2x)vk = 0 , (3)

其中x ≡ −k∗τ , Ak = k2/k2
∗ + 2q − 4ξ, q = 2ξ −

(k2/k2
∗)ξ. Mathieu方程的解在特定波数区间内体

现出Floquet不稳定性, 具有指数增长的行为. 此外,

由于ξ总是很小, 有|q| ≫ 1, 即共振效应只发生在

特征频率k = nk∗ (n为整数)附近很窄的范围内. 基

于这种窄共振特性, 声速共振机制可以产生区别于

其他机制的近似单色质量分布的原初黑洞. 由于第

一个共振峰较其他共振峰增强更为显著, 原初黑

洞形成主要依赖第一个共振峰, 因此下面仅考虑k∗

附近的共振模式. 考虑dS近似, 选取初始模函数为

Bunch-Davies (BD)真空态vk(τ0) = e−ikτ0/
√
2k,对

方程数值求解. Cai等[50]发现, 如图2, 对于k ̸= k∗模

式不会产生共振, 在哈勃视界内vk ∼ const; 而在退

出哈勃视界后vk(τ) ∼ 1/τ , 与一般的BD真空态一

致. 而对于k∗模式, 当τ > τ0后即进入共振, 在哈勃

视界内, 它的放大行为可以由指数增长刻画:

vk∗(τ) ∝ exp(ξk∗τ/2) , (4)

见图2的绿色曲线.

图 2 共振模式k∗的参数放大. 共形时间从右到左演化. 在dS近似下

和Starobinsky暴胀模型下的数值结果分别由蓝色实线和灰色虚线给

出. 绿色实线是(4)式给出的解析轮廓, 橙色实线代表不发生共振的模

式k ̸= k∗. 垂直点线表示k∗模式退出哈勃视界的时刻. 该图片引用自

文献[50].

Fig. 2 Amplification of the Resonant Mode k∗. Conformal

time evolves from right to left. The numerical results for the

dS approximation and the Starobinsky inflation model are

represented by the solid blue and dashed gray lines,

respectively. The green solid line represents the analytical

profile given by Eq. (4). The orange solid line corresponds to

the mode k ̸= k∗ that does not undergo resonance. The

vertical dotted line indicates the moment when the k∗ mode

exits the Hubble horizon. The figure is sourced from Ref. [50].

当模式退出哈勃视界后有效质量项的第一项

主导, 共振即停止, 相应的曲率扰动Rk也停止演化.

作为具体的例子, 文献[50]给出了Starobinsky暴胀

模型[60]下的共振模函数vk(τ)的数值解, 如图2, 对

比可以看出dS近似可以很好地描述共振模函数的

演化, 同时也说明声速共振机制不依赖于具体的背
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景演化动力学. 对于曲率扰动的傅里叶模式Rk, 波

数为k∗的模式Rk∗在哈勃视界内的演化遵循

Rk∗(τ) ≃ Rk∗(τ0)e
ξk∗(τ−τ0)/2τ/τ0.

当τ = −1/k∗时k∗模式退出哈勃视界, Rk∗的演化

被冻结, 其被放大的振幅为:

Rk∗ ≃ Rk∗(τ0)
� −1

k∗τ0

�
e−ξk∗τ0/2

≃ HÈ
4ϵk3

∗MPl

e−ξk∗τ0/2 ,

其中BD真空态给出Rk∗(τ0) =
−Hτ0√
4 k∗ϵMPl

.

原 初 曲 率 扰 动 的 功 率 谱PR ≡
k3 |Rk|2 /(2π2)具有如下特征: 对于模式k ̸= k∗,

我们得到标准的标度不变功率谱PR = H2

8π2ϵM2
Pl

;

对于共振频率k∗, 功率谱得到指数放大PR =
H2

8π2ϵM2
Pl

e−ξk∗τ0 , 如图3所示.

图 3 由声速共振导致的带有尖峰的原初曲率扰动功率谱, 及它与多种

观测窗口[61]的比较. 共振模式k∗ = 7 × 109 Mpc−1处的第一个共振

峰最为显著, 相比位于2k∗, 3k∗, 4k∗, · · ·的共振峰大至少两个数量级.

该图片引用自文献[50].

Fig. 3 The primordial curvature perturbation power

spectrum with sharp peaks induced by sound speed

resonance, along with its comparison with various

observational windows[61]. The first resonance peak at the

resonant mode k∗ = 7 × 109 Mpc−1 is the most prominent,

being at least two orders of magnitude larger than the peaks

located at 2k∗, 3k∗, 4k∗, · · · . The figure is sourced from

Ref. [50].

放大因子e−ξk∗τ0源于两个效应的共同作

用: 由振幅ξ控制的声速振荡; 以及k∗从开始

共振到退出哈勃视界间的宇宙膨胀−k∗τ0 =

τ0/τ∗ ≃ e∆N , 其中∆N是这段暴胀时期的e-叠

数. 由简单估算, 即使对于非常小的声速振荡

振幅ξ ∼ 10−4, 和很小的e-叠数∆N ≃ 12已经足

够使功率谱的峰值达到∼ O(1). 我们仅保留k∗

模式, 利用δ函数进行参数化:

PR(k) ≃ As

�
k

kp

�ns−1 �
1 +

ξk∗
2

e−ξk∗τ0δ(k − k∗)
�
,

(5)

其中As ≃ 2× 10−9是标准功率谱的振幅, ns是在中

心尺度kp ≃ 0.05 Mpc−1的谱指数[62]. δ函数之前的

系数由用三角形近似估算主峰面积得到的. 现在讨

论原初功率谱的增强导致原初黑洞的形成. 由于原

初功率谱的共振峰很窄(∼ ξk∗), 只有接近共振频

率k∗的模式能得到足够大的振幅来坍缩成为黑洞.

在模式退出哈勃视界之后, 如果来自这些模式的密

度扰动大于一临界值δc, 那么在模式重新进入哈勃

视界后将会由于引力坍缩成为黑洞. 由于我们在宇

宙学扰动理论的框架下讨论, 要求原初曲率扰动功

率谱的第一个共振峰的峰值小于1, 即PR < 1, 这

将给出相关参数的限制. 声速共振机制形成的原

初黑洞可以在较宽的参数范围内构成暗物质并且

容易满足实验限制. 通过计算当今质量为MPBH的

原初黑洞对于暗物质的占比[27], 记为fPBH(M), 得

到结果如图4所示. 对于不同的共振频率k∗, 对应

的fPBH为k∗周围的窄峰, 如图4红色虚线所示; 改

变k∗的值, fPBH的尖峰可以形成一条包络线, 如

图4黄色实线所示. 由前面的讨论, 我们知道fPBH主

要取决于声速振荡的振幅ξ以及从声速振荡开始时

刻τ0到模式k∗退出视界间宇宙的e-叠数∆N . 根据

图4中的多种观测限制, 我们得到声速共振机制参

数空间ξ和∆N的限制, 如图4. 可以看出即使限制

在微扰框架内, 声速共振机制依然有广阔的参数空

间.

至此, 我们初步讨论了声速共振这一产生原初

黑洞的机制, 但声速共振机制仍然是一个现象学上

的理论, 其底层物理和模型实现尚不清楚. 值得注

意的是, 非平凡的声速是具有非正则动能项暴胀模

型的典型特征, 如k-暴胀[58–59], Dirac-Born-Infeld
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(DBI)暴胀[63–64]等. 作为对这一问题的初步考查,

Chen等[65]考虑了DBI暴胀模型对形如(1)式的非平

凡声速的具体实现. DBI作用量写作:

S=

Z
d4x

√
−g

h
f(ϕ)−1(1−

È
1−2f(ϕ)X)−V (ϕ)

i
,

(6)

其中g为度规张量gµν的行列式, X = − 1
2
gµν∇µϕ

∇νϕ, f(ϕ)是重定义的翘曲因子, 这里gµν为gµν的

逆, ∇µ为协变导数, 并采用爱因斯坦求和约定. 由

此给出的声速平方

c2s = 1− f(ϕ)ϕ̇2 , (7)

衡量了暴胀场涨落的传播速度[59]. 为了用DBI实现

振荡声速(1)式, 必须满足(7)式和(1)式提供的匹配

条件:

f(ϕ)
�
dϕ

dτ

�2

= 2ξa(τ)2 [1− cos(2 k∗τ)] . (8)

图 4 左图: 对于不同k∗值, 当下原初黑洞能量密度对总暗物质能量密度的占比fPBH. 颜色阴影区域表示来自各种天文学实验的观测限制, 包括河外

伽马射线背景(EGB), Kepler微透镜, Hyer Suprime-Cam (HSC), 晕族大质量致密天体(MACHO), Experience pour la Recherche

d’Objets Sombres (EROS), 远红外绝对分光光度计(FIRAS), 以及Planck卫星[20]. 右图: 左图中多种天文学实验对声速共振机制的参数空间的

限制. 白色区域由于微扰论失效而被排除. 该图片引用自文献[50].

Fig. 4 Left: the fraction fPBH of the total dark matter energy density contributed by primordial black holes (PBHs) for different

values of the resonant mode k∗. The shaded regions represent observational constraints from various astronomical experiments,

including extragalactic gamma-ray background (EGB), Kepler microlensing, Hyper Suprime-Cam (HSC), massive compact halo

objects (MACHO), Experience pour la Recherche d’Objets Sombres (EROS), far-infrared absolute spectrophotometer (FIRAS),

and the Planck satellite[20]. Right: constraints from various astronomical experiments in the parameter space of the sound speed

resonance mechanism depicted in the left figure. The white region is excluded due to the breakdown of perturbation theory. The

figure is sourced from Ref. [50].

当给定特定形式的翘曲因子, 利用匹配条件并

结合Friedmann方程就可以给出拥有振荡声速的暴

胀场ϕ的演化,同时确定哈勃参数H以及势V (ϕ).为

了求解这组高度耦合的方程, 文献[65]中使用微扰

法求解背景动力学. 依据声速平方的演化形式, 整

个暴胀阶段被分离成非振荡和振荡阶段. 在第一阶

段, 假设声速平方为一个略微偏离单位值的常数,

并通过应用Anti de-Sitter (AdS)翘曲因子[66]f(ϕ)

= λ/ϕ4求解暴胀场的背景演化. 而在第二阶段, 振

荡项的引入需要对类AdS的翘曲因子做相应的轻

微修改, 增加一项经典微扰:

f(ϕ) =
λ+ δ(ϕ)

ϕ4
. (9)

为了求得该翘曲因子的形式, 他们限制暴胀子

的背景演化几乎不变, 并利用对振荡声速的匹配条

件求解这一增加经典微扰的翘曲因子. 进一步的,

利用Hamilton-Jacobi方法[63]获得哈勃参数H(ϕ)及

暴胀场的势V (ϕ). 同时, 精确的数值计算方法也被

用于求解暴胀场的演化, 其与上述微扰方法得到的

23-7



65卷 天 文 学 报 3期

半解析结果符合得非常好.基于Planck 2018实验数

据[67], 他们讨论了可观测量及其对于模型的限制,

结果见文献[65]. 在DBI暴胀中对声速共振机制的

实现在一定程度上探讨了声速共振可能的物理起

源, 在这些具有非平凡声速的暴胀模型中可能的共

振效应导致即使背景慢滚演化, 小尺度的功率谱上

标度不变特性仍被破坏进而产生原初黑洞甚至其

他宇宙学现象.

在前文中, 我们考虑了单场暴胀模型中绝热扰

动的情况. 通过声速共振, 特定的绝热模式在亚哈

勃半径尺度上得到共振放大, 而一旦这些共振模式

退出哈勃视界, 它们的共振放大便会停止. 在这种

情境下, 超哈勃视界尺度上的曲率扰动并没有显著

增长, 这对模型构造提出了较高的要求. 因此, 若要

在现象学上实现可控的不稳定性, 一种较为简单的

方法是引入另一个标量场, 以此携带熵扰动. 我们

需要探究在暴胀期间, 这种不稳定性何时及如何发

生, 并确保放大的熵扰动最终能转化为曲率扰动.

接下来, 我们将介绍两种双场暴胀模型下的参数共

振机制: 一是引入振荡声速的暴胀子-曲率子混合

模型[68]; 二是结合类轴子-单调暴胀模型和豫驰模

型的双阶段暴胀模型[69].

Chen等[68]在暴胀子-曲率子混合暴胀模型中

引入了声速共振机制[70–76], 利用参数共振效应放

大了曲率子场所携带的熵扰动, 从而在后暴胀时期

增强原初密度扰动. 在传统的暴胀子-曲率子混合

模型中[72], 需要同时考虑驱动暴胀的暴胀子场ϕ和

曲率子场σ的扰动. 曲率子场σ作为一个弱耦合标量

场, 其质量mσ远小于哈勃参数(mσ ≪ H), 因此在

暴胀期间可获得近似标度不变的功率谱和高斯型

的扰动δσ. 假设曲率子场σ的势能为二次形式, 即

V (ϕ, σ) = V (ϕ) + 1
2
m2

σσ
2. 总的原初密度扰动由暴

胀子场和曲率子场的涨落共同贡献, 其中暴胀子场

扰动δϕ引发标准的绝热扰动, 而曲率子场扰动δσ传

播的声速假设在暴胀期间发生振荡. 基于这个假

设, 类似(1)式的非平凡声速平方项被引入到曲率

子场的运动方程中, 在dS或准dS近似下, 该方程可

化简为形如(3)式的Mathieu方程. 与绝热扰动类似,

由于声速共振机制的窄共振效应, 特征尺度kc附近

的曲率子模式被指数放大, 如图5所示.

图 5 特征尺度kc附近的共振暴胀子和曲率子模式, dS近似和准dS近

似结果的比较. 蓝绿色虚线和紫色虚线分别表示在dS近似和准dS近似

下的共振暴胀子的数值结果, 可以看出两曲线符合得很好. 灰色实线和

粉色实线分别表示在准dS近似下和Starobinsky暴胀模型[60]中的共

振曲率子的数值结果. 橙色实线表示不发生共振的模式k ̸= kc. 模函

数的增长由绿色实线描述, 可以由|vkc(τ)| ∝ exp(ξkcτ/2)描述. 图

片引用自文献[68].

Fig. 5 Comparison of resonant inflaton and curvature

perturbation modes near the characteristic scale kc in the dS

approximation and the quasi-dS approximation. The dashed

cyan and purple lines represent the numerical results for the

resonant inflaton mode in the dS approximation and

quasi-dS approximation, respectively, showing good

agreement between the two curves. The solid gray and pink

lines represent the numerical results for the resonant

curvature perturbation mode in the quasi-dS approximation

and the Starobinsky inflation model[60], respectively. The

orange solid line corresponds to the mode k ̸= kc that does

not undergo resonance. The growth of the mode function is

described by the green solid line, which can be approximated

as |vkc (τ)| ∝ exp(ξkcτ/2). The figure is sourced from

Ref. [68].

以上分析表明, 在近dS近似下, 经历声速共振

的曲率子场的模函数行为与前文中暴胀子场的情

形相似, 由Mathieu方程描述的共振放大行为在特

征模式退出哈勃视界后即停止. 而在暴胀结束后,

暴胀子场和曲率子场先后衰变为辐射物质, 曲率子

携带的熵扰动将转化为绝热扰动, 放大的模函数导

致曲率扰动在超哈勃视界尺度上的增强.

暴胀时期, 曲率子携带熵扰动Sσ ≡ 3(ζσ − ζϕ),

其中ζϕ和ζσ分别为均匀暴胀子场能量密度ρϕ切面
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和均匀曲率子场能量密度ρσ切面上的曲率扰动. 在

暴胀结束后, 暴胀子场开始振荡并随后衰变成辐射

物质, 此时曲率子保持其原值, 直到哈勃参数H衰

减到与曲率子的质量相当(H ∼ mσ). 此后, 宇宙由

暴胀子衰变成的辐射物质(能量密度ρR ∝ a−4)和振

荡的曲率子(其行为类似非相对论物质, ρσ ∝ a−3)

组成, 以辐射物质为主. 可以利用δN形式计算曲率

子扰动与熵扰动的关系:

m2
σ(σ + δσ)2 = m2

σσ
2eSσ , (10)

其在线性阶有Sσ = δσ/σ. 假设曲率子最终衰变为

辐射物质, 衰变可近似瞬时地发生在H ∼ Γσ的等

哈勃参数切面上, 其中Γσ是曲率子的衰变率. 如果

曲率子在原初核合成前衰变, 且衰变后所有粒子种

类都处于完全热平衡状态, 则衰变后, 宇宙进入完

全由辐射物质主导的绝热演化过程. 熵扰动Sσ将转

化为绝热扰动且此后曲率扰动守恒[72, 77–78]. 线性

阶下, 熵扰动对原初曲率扰动ζr的贡献写为:

ζr = fζσ + (1− f)ζϕ = ζϕ +
f

3
Sσ , (11)

其中能量分数f定义为f = 3Ωσ,dec/(4 − Ωσ,dec) =

3ρσ/(3ρσ + 4ρR), Ωσ,dec为衰变时刻曲率子场能量

密度分数.因此,总的原初曲率扰动功率谱Pζr写为:

Pζr = Pζϕ +
f2

9
PSσ

= (1 + λ)Pζϕ , (12)

其中Pζϕ、PSσ
分别为扰动ζϕ和Sσ的功率谱. 无量纲

参数λ定义为:

λ =
16

9
f2ϵ(ϵ− 1)2c2s(τ∗)k |vk(τ∗)|

2
�
MPl

σ∗

�2

,

(13)

用以衡量曲率子场相对于暴胀子场对原初曲率扰

动的贡献[72], 其中τ∗ = −1/k为k模式出视界的时

刻, 下标“∗”表示物理量在该时刻的取值. 由于曲率

子场携带的熵扰动转化为绝热曲率扰动的过程发

生在研究关注的模式重新进入哈勃视界之前, 导

致曲率扰动在超哈勃视界尺度上的增强, 同时也

满足CMB观测对于原初熵扰动的限制[79–80]. 此外,

由于曲率子场始终不主导宇宙演化, 它仅在特定的

共振尺度kc上导致功率谱的放大, 而在其他尺度上

相比于暴胀子场扰动的贡献可以忽略, 这使得该模

型得到的原初曲率扰动功率谱P tot
ζ 在CMB尺度上

仍是近标度不变的.

由于引入了曲率子场, 除了声速共振机制涵盖

的{ξ, τ0, k∗}参数外, 混合模型的参数还包括f、m、

h, 其中能量分数f表示曲率子场能量占总能量的比

重; m ≡ MPl/σ∗, h ≡ H∗/MPl. 有关混合模型参数

空间限制的详细讨论, 可参见文献[68].

作为另一种在暴胀期间实现熵扰动的参数不

稳定性, 并最终转化为曲率扰动的机制, Zhou等人

提出了结合类轴子-单调暴胀模型和豫驰模型的双

阶段暴胀模型[69]. 在这个双场模型中, 一个场ϕ具

有类轴子-单调的振荡势, 另一个场χ具有类似山顶

的上凸形势.

V (ϕ, χ) = gΛ3
0ϕ+ Λ4(ϕ) cos

�
ϕ

fa

�
+ ξΛ3

0χ+ V0 ,

(14)

其中, 有量纲参数Λ0决定了背景演化的特征能标,

无量纲参数g和ξ是产生斜率的耦合常数. 质量标度

fa决定了振荡特征的周期, 场依赖的势垒振幅Λ(ϕ)

设为Λ(ϕ) = Λ0(1 + αϕ/MPl), α为无量纲的系数.

V (ϕ, χ)的示意图可见图6.

图 6 结合类轴子-单调暴胀模型和豫驰模型的双阶段暴胀模型[69]的势

函数V (ϕ, χ)示意图. 明暗条纹分别代表场空间中的局部最大值和最小

值. 红色和黄色的箭头线描述了暴胀宇宙的背景轨迹. 该图片引用自文

献[69].

Fig. 6 A schematic diagram of the potential V (ϕ, χ) for the

model in Ref. [69]. The light and dark stripes represent local

maxima and minima in the field space, respectively. The red

and yellow arrow lines depict the background trajectory of

the inflationary universe. The figure is sourced from Ref. [69].
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暴胀时期可以分为两个阶段. 第一阶段由ϕ场

主导, 其振荡效应随时间逐渐显著. 在第一阶段早

期, 由于振荡特征可以忽略, 我们在大尺度上得到

近乎标度不变的原初曲率扰动功率谱, 符合CMB

实验结果. 在第一阶段的最后几个e-叠数里, 势

的周期性振荡导致哈勃半径内的ϕ场扰动δϕ按类

似Mathieu方程的形式演化并被参数共振放大. 对

于场扰动的傅里叶模式δϕk, 引入新变量δΦk =

a3/2(t)δϕk, 扰动δϕk的演化方程写为:

¨δΦk + ω2
k(t)δΦk = 0 , (15)

其中

ω2
k(t) =

k2

a2(t)
− Λ4(ϕ)

f2
a

cos
�
ϕ

fa

�
− 9

4
H2 − 3

2
Ḣ .

(16)

在亚哈勃视界尺度下, 对于小于哈勃时间的时间

间隔, 可以近似认为H ∼ const并忽略Ḣ. 这时, 上

述方程可以约化为膨胀宇宙背景下的Mathieu方

程, 共振的扰动模式k∗得到指数放大. 在χ场扰

动δχ的演化方程中, 源项正比于δϕ, 通过计算可

以证明, 共振放大的扰动模式δϕk∗可以诱导对应的

δχk∗在亚哈勃视界尺度的大幅增强, 如图7所示.

当ϕ停在振荡势的某个极小值点时, 暴胀进入

第二阶段, 宇宙演化行为此时由χ主导. 实际上, 如

图6所示, 在ϕ停留在某个振荡极小值之后, 暴胀的

轨迹从ϕ方向转向χ方向. 因此, 第一阶段产生的δχ

在退出哈勃视界后转化为绝热扰动, 这意味着功率

谱在小尺度上主要由场扰动δχ决定. 结果曲率扰动

在小尺度上获得显著的共振放大, 足以产生大量原

初黑洞.

值得指出的是, 共振放大的扰动δϕ对曲率扰动

没有直接效应. 然而, 在暴胀期间, 它们在亚哈勃视

界尺度上可以诱导产生张量扰动. 这些张量扰动最

终将形成宇宙随机引力波背景, 并且它们的振幅可

以比辐射为主时期曲率扰动诱导产生的张量扰动

大得多. 在2.2节中, 我们将在参数共振的条件下讨

论这一物理现象.

图 7 k∗模式的诱导共振. 参数选取见文献[69]. 红色和蓝色的实线分

别是δϕk∗和δχk∗的数值解; 黄色和淡蓝色的虚线分别对应它们的近似

解. 粉色曲线刻画了由δϕk∗的指数增长给出的近似的解析行为. 绿色

曲线代表对于不发生共振的k模式δχk的演化. 该图片引用自文献[69].

Fig. 7 Induced resonance of the k∗ mode. The parameter

choices are taken from Ref. [69]. The red and blue solid lines

represent the numerical solutions of δϕk∗ and δχk∗ ,

respectively. The yellow and light blue dashed lines

correspond to their approximate solutions. The pink curve

depicts an approximate analytical behavior obtained from

the exponential growth of δϕ. The green curve represents the

evolution of δχk for a mode k that does not undergo

resonance. The figure is sourced from Ref. [69].

2.2 参数共振与引力波

2.1节介绍了声速共振这一产生原初黑洞的理

论机制, 其中我们单独考虑了早期宇宙中的标量扰

动. 值得指出的是, 尽管在线性阶段, 早期宇宙的

密度扰动和张量扰动独立演化, 它们在非线性阶段

会相互耦合, 作为非线性源诱导随机引力波背景的

产生. 人们期望通过观测由过大的原初曲率扰动诱

导的随机引力波背景来寻找原初黑洞. 原初黑洞与

诱导引力波之间的关联已在相关文献中被广泛研

究[81–85], 主要集中在辐射为主阶段, 即原初黑洞形

成时引力波的产生. 在声速共振机制[50]的基础上,

Cai等[86]分析了辐射为主时期和暴胀时期导致原初

黑洞形成的原初密度扰动在非线性阶段诱导的随

机引力波背景. 如2.1节所述, 这些原初密度扰动由

声速共振效应放大, 在功率谱上呈现出特殊的若干

尖峰, 并可能在原初黑洞的质量谱上给出特定的模

式. 对于原初密度扰动的功率谱, 我们可以给出如
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下参数化:

PR(k) = As

�
k

kp

�ns−1
(
1 +

ξk∗
2

e−ξk∗τi

"
δ(k−

k∗) +
∞X

n=2

anδ (k − nk∗)

#)
, (17)

其中相关参数的定义与前文一致. 在宇宙学扰动理

论的框架下, PR(k)的峰值须小于1, 这个条件限制

了在暴胀时期和辐射为主时期诱导引力波振幅的

上界. 线性密度扰动的不同模式可以非线性地相互

耦合并作为产生二阶张量扰动的源. 通常诱导引力

波在傅里叶空间里的运动方程如下:

hλ′′

k (τ) + 2Hhλ′

k (τ) + c2g k2hλ
k(τ) = Sλ

k (τ) , (18)

其中hk是张量扰动hij的傅里叶分量, 由于坐标轴

选取的任意性, 其只依赖于k ≡ |k|; H ≡ a′/a为共

动哈勃参数; λ = ×,+表示引力波的两个极化模式;

cg为引力波的声速, 在广义相对论中为基本常数光

速c. 源项Sλ
k (τ)在辐射为主时期和暴胀时期分别具

有如下形式[87–88]:

Sλ
k (τ) = 4

Z
d3p

(2π)3
eλ(k,p) [3ΦpΦk−p+

H−2Φ′
pΦ

′
k−p +H−1Φ′

pΦk−p+

H−1ΦpΦ
′
k−p

�
; (19)

Sλ
k (τ) = 4

c2s
M2

Pl

Z
d3p

(2π)3
eλ(k,p)δϕp(τ)δϕk−p(τ) .

(20)

(19)式中, Φk为Bardeen势Φ的傅里叶分量;

eλ(k,p) ≡ eλlm(k)plpm为极化投影算符, 定义见

文献[82]. (20)式中, δϕp(τ)为暴胀子扰动的傅里叶

分量. 我们选择空间平直规范, 在超哈勃视界尺

度上, 场扰动δϕ与曲率扰动R通过R = Hδϕ/ϕ̇ =

δϕ/
√
2ϵMPl关联.

根据运动方程(18)式和源项(19)式或(20)式我

们可以看出, 诱导引力波的两点关联函数可以大

致估计为R的两点关联函数的平方. 经过计算, 我

们可以得到在辐射为主时期诱导引力波的功率

谱[87–88]:

PRD
h (k, τ)

=

Z ∞

0
dy

Z 1+y

|1−y|
dx

�
4y2 − (1 + y2 − x2)2

4xy

�2
PR(kx)PR(ky)FRD(k, τ, x, y) , (21)

其中我们引入变量x = |k − p|/k及y = p/k. 函数

FRD包含了功率谱的时间依赖和形状信息, 具体形

式见文献[86].

在暴胀时期, 引力波可以在超哈勃视界尺度和

亚哈勃视界尺度上被诱导出来, 因此, 暴胀时期诱

导引力波的总贡献由这两部分组成. 对于超哈勃视

界尺度模式, 经过类似(21)式中的计算, 我们得到

诱导引力波的功率谱P Super
h (k, τ)与(21)式形式上

相同, 区别来源于将函数FRD(k, τ, x, y)替换成刻画

暴胀时期扰动的演化信息的函数FInf(k, τ, u), 具体

形式见文献[86], 其中u ≡ k/p∗. 而对于暴胀期间

亚哈勃视界的暴胀场量子扰动δϕ̂p诱导的引力波信

号, 其中上冒号表示量子算符. 我们利用半解析的

方法计算出源项(20)式的亚哈勃视界模式在退出哈

勃视界时τ∗ = −p−1
∗ 的诱导引力波功率谱:

P Sub
h (k, τ∗) =8>><>>:
16ξ2ϵ2A2

s

�
1− u2

4

�2
1

u4
|I(u, v)|2 , u >

ξ

2
,

32ξϵ2A2
s

�
1− u2

4

�2
1

u3
|I(u, v)|2 , u <

ξ

2
,

(22)

其中函数I(u, v)的具体形式见文献[86]. 应当指出,

由亚哈勃视界模式诱导的引力波功率谱由v =

−p∗τi所控制, 它等于共振开始到特征暴胀子扰

动模式退出视界的时间∆t = e∆N , 因此更大的v

给出更高的引力波功率谱. 对于声速共振机制,

e∆N ∼ O(100), 放大效应十分显著. 然而这种放大

并不是没有限制的, 为了保证讨论的有效性, 需要

要求PR(p∗) < 1和Ph < 1, 前者对参数的限制已

在2.1节给出.

如图8所示, Cai等[86]给出了几组不同参数选取

下, 源于(20)式的超哈勃视界模式和亚哈勃视界模

式诱导的引力波功率谱. 可见, 亚哈勃视界模式诱

导的引力波平均振幅约为超哈勃视界模式的1010

倍. 这表明, 诱导引力波在演化到τ∗之后不会产生
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显著修正. 从物理上考虑, 由于诱导引力波的波长

和特征频率大致在同一量级, 当曲率扰动的特征模

式p∗在视界外冻结时, 诱导引力波也会被冻结. 这

一结论得到数值结果的验证, 因此暴胀期间诱导引

力波主要由亚哈勃视界模式贡献, 即P Inf
h (k, τend)

≃ P Sub
h (k, τ∗). 此外, 暴胀期间的诱导引力波信号

强度足够大, 与辐射为主时期的诱导引力波在同一

量级, 有望在未来被探测到. 需要指出的是, 暴胀时

期亚哈勃视界模式的诱导引力波峰值位于ξp∗/2附

近, 不同于暴胀时期超哈勃视界模式以及辐射主导

时期的诱导引力波, 它们的峰值均位于p∗附近, 如

图8所示. 因此, 暴胀时期和辐射为主时期的诱导引

力波信号叠加起来会呈现出双峰特征, 不同于之前

的相关研究. 这种双峰结构可以作为声速共振机制

的一种实验检验依据, 考虑多个尖峰的原初密度扰

动, 其诱导的引力波功率谱相比于单峰情况更加延

展.

除了上述基于声速共振机制的工作, Cai等人

在后续的工作[54]中提出了增强引力波信号的同时

不显著影响暴胀期间原初曲率扰动的新机制, 该机

制同样利用参数共振放大的标量场涨落作为非线

性源产生诱导引力波. 针对暴胀假说中著名的Lyth

界限[89], 即场偏移∆ϕ和张量-标量比(张标比)之间

的不等关系

∆ϕ & O(1)
� r

0.01

�1/2
MPl , (23)

参数共振机制给出了该界限的一个明显尺度依

赖的反例, 符合有效场论及量子引力等的理论要

求[90–92], 为具有亚普朗克场偏移的低能标暴胀产

生可观测的张量扰动提供了前景.

在该工作中, Cai等[54]考虑了两个仅通过重力

耦合的正则标量场ϕ和χ. 一方面, 无质量场χ负责

产生满足观测要求的近标度不变的曲率扰动功率

谱. 另一方面, 具有参数共振行为的重场ϕ, 其扰动

在暴胀期间被共振放大, 该放大的标量扰动作为非

线性源在窄频率范围内产生诱导波, 导致强标度依

赖的张标比r.

在空间平直切面上, 扰动δχ和δϕ的傅里叶分量

分别随如下方程演化[93–95]:

δχ′′
k + 2Hδχ′

k + k2δχk =

p
2ϵχ

MPl

[ϕ′′δϕk + Sk] ,

(24)

δϕ′′
k + 2Hδϕ′

k +
�
k2 + a2M2

eff

�
δϕk = 0 , (25)

其中ϵχ表示第一慢滚参数. (24)式的右侧包含了一

阶和二阶的贡献, 二阶贡献的具体形式如下[94–95]:

Sk =

Z
d3p

(2π)3

§
p · k
k2

�
(p− k)2 +M2

eff

�
−

1

2
p · (k − p)

ª
δϕ|p|δϕ|k−p| , (26)

放大的扰动模式δϕ在二阶扰动理论背景下作为引

力波源. 实际上, 横向无迹的张量扰动模式hλ
k的传

播由(18)式描述, 其中非线性源Sλ
k (τ)的形式如(20)

式所示, 声速cg取单位值c ≡ 1.

图 8 带有多个尖峰的曲率扰动(17)式的超哈勃视界模式(蓝色虚

线)和亚哈勃视界模式(红色实线)所诱导的引力波的功率谱. 由超哈勃

视界模式诱导的引力波在暴胀结束τend时计算, 由亚哈勃视界模式诱

导的引力波在模式p∗退出哈勃视界的τ∗时刻计算. 亚哈勃视界模式所

诱导的引力波的平均振幅大约是超哈勃视界模式的1010倍. 该图片引

用自文献[86].

Fig. 8 The power spectra of gravitational waves induced by

curvature perturbations with multiple peaks Eq. (17) for

super-Hubble modes (blue dashed line) and sub-Hubble

modes (red solid line). Gravitational waves induced by

super-Hubble modes are calculated at the end of inflation

τend, while those induced by sub-Hubble modes are

calculated at the time τ∗ when the mode p∗ exits the Hubble

horizon. The average amplitude of gravitational waves

induced by sub-Hubble modes is approximately 1010 times

larger than that induced by super-Hubble modes. This figure

is sourced from Ref. [86].
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(25)式和(26)式中的有效质量项M2
eff由背景动

力学决定. 我们需要构造M2
eff , 使δϕ模式相对于真

空值有显著的增强; 同时需要确保扰动δχ不受明显

影响, 因为它决定了被观测严格限制的曲率扰动功

率谱. 为了达到这些要求, 需要对M2
eff施加3个主要

条件:

第一, 在一些感兴趣模式的亚哈勃视界演化

期间, M2
eff应表现出振荡特征. 通过(25)式中的振

荡项, 扰动δϕ在共振尺度附近的窄共振带会经历

Mathieu型的参数共振放大, 这些放大的模式将诱

导引力波.

第二, 在相关模式刚退出哈勃视界时, 要求

M2
eff较小, 以抑制δϕ对δχ的非线性反作用, 不破坏

近标度不变的曲率扰动功率谱. 同时, 这也使δϕ在

退出哈勃视界后不会迅速衰减, 为共振放大的δϕ模

式留出更多时间增强引力波信号.

第三, 我们要求有效质量项最终变得足够大,

M2
eff & O(H2), 以停止ϕ的演化, 保证δϕ不会直接

影响曲率扰动功率谱.

受到轴子-单调暴胀模型[96–97]和豫驰机制[98–99]

的启发, Cai等[54]构造了具体的两场暴胀模型(相关

模型产生原初黑洞参考2.1节中类轴子-单调暴胀模

型和豫驰模型结合的双阶段暴胀模型[69]), 并选取

了一组特定模型参数, 得出了数值结果, 如图9所

示. 左图展示了模型的背景动力学, 不同曲线代表

不同初始χ值, 当ϕ场停止演化时均收敛于同一轨

迹. 场偏移∆ϕ和∆χ都被限制, 确保我们仍处于亚

普朗克区域. 从右图可以清晰看出δϕk的共振放大,

刚退出哈勃视界后的冻结以及随后的衰减.

图 9 左图: 在(ϕ, χ)不同初始条件下场空间中背景轨迹的演化. 场偏移为∆ϕ ∼ ∆χ ∼ 0.001 MPl, 保持在小场暴胀框架内. 右图: 对于共振带里

的模式k∗, 扰动δϕ (黑色)和δχ (红色)作为标度因子a的函数, δϕ当k∗在哈勃视界内经历共振放大, 在k∗穿过哈勃视界后短时间冻结, 并在ϕ稳定

在ϕe后衰减. 另一方面, δχ在哈勃视界内一直衰减并在k∗退出哈勃视界后冻结. δϕ相对于它的真空值被共振放大了A ∼ 105.5倍. 该图片引用自文

献[54].

Fig. 9 Left: evolution of the background trajectories in the field space (ϕ, χ) under different initial conditions. The field

displacements are ∆ϕ ∼ ∆χ ∼ 0.001 MPl, remaining within the small-field inflation framework. Right: evolution of

perturbations δϕ (black) and δχ (red) as functions of the scale factor a for the modes k∗ within the resonance band. δϕ

undergoes resonance amplification when k∗ experiences resonance within the Hubble horizon, briefly freezes after k∗ exits the

Hubble horizon, and then decays after ϕ stabilizes at ϕe. On the other hand, δχ continuously decays within the Hubble horizon

and freezes after k∗ exits the Hubble horizon. The amplitude of δϕ relative to its vacuum value is resonantly amplified by a

factor of A ∼ 105.5. The figure is sourced from Ref. [54].

在得到放大的标量模函数后, Cai等[54]数值求

得了对应原初张量扰动功率谱Ph, 图10展示了两

个不同共振尺度的结果(红色和黑色实线). 我们可

以看出引力波相比真空涨落贡献P vac
h (k) = 2H2/

π2M2
Pl被显著放大, 同时峰值在当下的上界r .

0.07之内. 最后, 他们计算了相关的标量功率谱的

非线性修正PNL
R , 见图10中红色和黑色虚线. 我们

发现这些二阶修正相对于标准线性功率谱不占主

23-13



65卷 天 文 学 报 3期

导. 因此, 利用当前的共振机制可以有效避开对功

率谱形状和大小的严格观测限制.

在该机制里, 亚哈勃视界的参数共振放大的标

量扰动作为非线性源产生诱导引力波, 而增强的张

量扰动和曲率扰动源于两个不同的, 仅由引力耦

合的部分. 因此, 该机制使得原初张量扰动功率谱

Ph相对于Lyth界限对应的真空值P vac
h 被显著放大,

有r ≫ 16ϵχ; 并确保了场偏移∆ϕ、∆χ是亚普朗克

的, 打破了Lyth界限的理论限制. 同时给出了符合

观测限制的标量功率谱. 为了说明该机制的可检

测性, Cai等人还计算了CMB B-模式角功率谱并将

其与即将到来的LiteBIRD (宇宙微波背景辐射偏

振探测卫星)任务的预期灵敏度进行了比较, 见文

献[54].

图 10 由共振放大的δϕ诱导的引力波功率谱, 两个共振模式

为k∗ ∼ 10−3.5和10−2.5 Mpc−1 (分别为红色和黑色实线), 以及对

应的曲率功率谱的非线性修正(虚线). 还给出

了r = 16ϵχ和r = 0.07的近标度不变张量功率谱(灰色虚线), 以及由

文献[100]给出的功率谱的1 − σ上限. 该图片引用自文献[54].

Fig. 10 The power spectra of gravitational waves induced by

the resonantly amplified δϕ, corresponding to two resonance

modes k∗ ∼ 10−3.5 Mpc−1 (red solid line) and 10−2.5 Mpc−1

(black solid line), along with the nonlinear corrections to the

corresponding curvature power spectra (dashed lines), are

shown. Additionally, the nearly scale-invariant tensor power

spectra for r = 16ϵχ and r = 0.07 are depicted (gray dashed

lines), as well as the 1− σ upper limit of the power spectrum

given in Ref. [100]. The figure is sourced from Ref. [54].

声速共振机制放大的原初密度扰动可以诱导

随机引力波背景, 其具有特殊的双峰功率谱, 并

有望在未来的观测中得到验证[86]. Cai等人在工作

中[55]指出, 现象学上可以直接将声速共振机制应

用于放大原初引力波信号. 对于引力波的运动方程

(18)式, 可以令声速cg偏离光速c ≡ 1并具有振荡特

征, 这一行为的理论机制可以由某些修改引力理论

给出[101–105]. 为不失一般性, 他们给出了一个模型

无关的分析, 对声速进行如下参数化:

c2g = 1− α

(1 + τ/τ0)2
cos2(k∗τ) , (27)

其中τ是共形时间, τ0和k∗分别是特征时间尺度和

波数.为了避免超光速传播,需要要求α > 0. (27)式

中的特定时间依赖形式具有充分的物理动机, 其振

荡行为来源于类似再热过程中标量场在最小值附

近的振荡, 而振幅随时间减小是由宇宙膨胀的哈

勃摩擦造成的. 应当指出, c2g在宇宙晚期极限τ →
∞下趋向于单位值, 满足多信使观测的限制.

类似于上一节中声速共振产生原初黑洞的机

制, (27)式中的振荡修正项导致引力波在亚哈勃视

界尺度上的窄共振. 在这个尺度下, 可以安全地忽

略哈勃摩擦项. 为此, 通过引入变量x = k∗τ , 引

力波的运动方程可以近似表示为Mathieu方程的形

式:

∂2 hk

∂x2
+ [A− 2q cos(2x)]hk = 0 , (28)

其中A = (k2/k2
∗) − 2q, q = αk2/

�
4 k2

∗(1 +
x
x0
)2
�
.

类似地, 在某些特定的共振带内, 该方程的解具有

指数不稳定性hk ∝ exp
�
µ
(n)
k x

�
, 其中µ

(n)
k 为第n个

Floquet指数. 第一个共振带最有效率, 出现在A ∈
(1 − q, 1 + q), 且有µ

(1)
k ≃ q/2, q ≪ 1. 由于宇宙膨

胀, 一个模式进入共振带, 经过短时间的指数增长

后自动退出共振带. 因此, 该机制对引力波的放大

是可控的.

由于宇宙膨胀的存在, 模式可以进入和退出

共振带, 因此忽略哈勃摩擦项的简化方程(28)式

可能丢失相关的物理信息. 为此, Cai等人直接对

引力波的运动方程(18)式进行数值求解[55]. 暴胀

期间亚哈勃视界尺度上的量子涨落表现如平面波

hk(τ) · aMPl/2
√
2 = e−icskτ/

√
2csk, 提供原初引力

波的初始条件. 选择合适的相关参数, 得到的数值

结果如图11所示.
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图 11 上图: 引力波hk(τ)关于共形时间τ (或关于红移z, 见顶端)的演化; 下图: 特征谱hc(k)关于k的谱形. 所有图中, 蓝色和橙色曲线分别表示发

生共振((27)式中c2g)和未发生共振(c2g = 1)的数值结果. 在左图中, 取太空探测器敏感的频率k∗ = 3.5 × 1016和k = 3.9 × 1016, 偏差参

数α = 0.7, 以及特征时间τ0 = 7.5 × 10−15. 在右图中, 取地面探测器敏感的频率k∗ = 6.5 × 1020和k = 6.8 × 1020, 以

及α = 0.95, τ0 = 3.7 × 10−19. 该图片引用自文献[55].

Fig. 11 Upper: evolution of the gravitational wave amplitude hk(τ) with respect to conformal time τ (or redshift z, as indicated

on the top). Lower: the characteristic spectrum hc(k) as a function of wavenumber k. In all panels, the blue and orange curves

represent the numerical results for the cases with resonance (c2g from Eq. (27)) and without resonance (c2g = 1), respectively. In

the left panel, we choose the sensitive frequencies for space-based detectors as k∗ = 3.5 × 1016 and k = 3.9 × 1016, deviation

parameter α = 0.7, and the characteristic time τ0 = 7.5 × 10−15. In the right panel, we choose the sensitive frequencies for

ground-based detectors as k∗ = 6.5 × 1020 and k = 6.8 × 1020, and α = 0.95, τ0 = 3.7 × 10−19. This figure is sourced from

Ref. [55].

在图11的上图中, 我们选取了两组参数值, 展

示了参数共振下随机引力波的演化结果.可以看出,

共振持续放大随机引力波背景信号直到τ ∼ τ0. 一

般情况下, 由于哈勃膨胀, 随机引力波背景的振幅

随时间迅速衰减, 然而图中两个共振放大模式由于

指数因子exp(αk∗∆τ/16), 分别获得了104和105倍

的放大. 下图中, 我们展示了以上两模式演化到辐

射为主时期结束时的特征谱hc(f) ≡ h(k, τH)/2
√
f ,

其中物理频率f(τ) = k/2πa(τ). 可以看出其窄共

振的特性, 共振带的宽度仅有∆k ∼ qk∗. 同时, 特

征谱上这两个模式的放大值与它们随时间的演化

一致. 我们还可以发现, 引力波功率谱的增强与标

量扰动的声速共振机制是明显不同的, 这是由于宇

宙膨胀导致c2g的振荡修正项的振幅是随时间变化
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的. 以上结果显示出随机引力波的能谱表现出单个

峰的特征, 其增强的振幅可以由现在和未来的地

面(The Laser Interferometer Gravitational-Wave

Observatory (LIGO)、Virgo interferometer (Vir-

go)、Cosmic Explorer (CE)、Einstein Telescope

(ET)及The Kamioka Gravitational Wave Detector

(KAGRA))和基于太空的激光干涉空间天线(Laser

Interferometer Space Antenna, LISA)引力波探测

达到.

Cai等[55]还选择性地对LISA、CE和ET进行了

信噪比分析, 以说明该机制在探索广义相对论之外

的新物理方面是可行的. 此外, 他们还说明了该机

制可以被直接推广, 包括各向异性压强, 高阶耗散

项以及其他可能的修改引力效应, 使得这些效应能

够由引力波天文学所检验.

2.3 参数共振宇宙学: 未来已来

除了前文所述的原初黑洞和原初引力波之外,

也存在可以作为极早期宇宙物理探针的其他物理

现象, 产生它们的物理过程可能是非微扰的. 在

宇宙学中, 星系际尺度(∼ 4 Mpc)宇宙磁场的起源

仍然有待解释. 实验测得该磁场的强度在10−17–

10−14 Gs之间[106–110]. 值得注意的是, 暴胀可能为

磁场起源提供了可行的框架—-在暴胀期间, 磁场

的真空量子涨落被拉伸至超哈勃视界尺度并作为

观测到的大尺度磁场的种子. 由于麦克斯韦理论中

标准Friedamnn宇宙背景下的电磁场涨落无法得到

增强, 基于规范场的共形对称性破缺的模型被提

出[111–112]. 最简单的方式即引入电磁场与标量暴胀

子的耦合, 例如Ratra模型引入形如f(ϕ)2FµνF
µν的

非最小耦合[113–115], 而这类被广泛考虑的模型普

遍存在两个问题: 强耦合[113, 116–118], 即当有效耦

合常数远大于单位值时微扰计算不再有效; 反作

用[119–122], 即当暴胀期间电磁场的能量密度相比

背景能量密度不可忽略时会使暴胀过早结束. 同

时, 还需考虑由CMB观测限制给出的现象学限

制[123–125].

在暴胀期间由共振产生原初磁场的机制

中[126–127], 一般由共振导致亚哈勃视界尺度模式

的指数增长作为晚期宇宙大尺度磁场的来源. 然

而, 由于共振放大只在亚哈勃视界尺度发生, 磁场

能量密度在共振模式退出哈勃视界后迅速衰减. 为

符合观测限制, 要求亚哈勃视界尺度上的放大非常

显著, 这足以使磁场能量密度在共振模式退出哈勃

视界时超过暴胀的背景能量密度, 导致前述的反作

用问题.

为了避免以上问题, Sasaki等[56]提出了一种新

机制, 在共振机制的背景下考虑电磁场和标量暴

胀子的一般函数耦合形式f(ϕ)2FµνF
µν及引入电磁

势Aµ的质量项mA以产生足够大的原初磁场. 模型

考虑如下作用量:

S =

Z
d4x

√
−g [LEH + Lϕ + LϕA] , (29)

其中LEH是Einstein-Hilbert拉格朗日密度, Lϕ是仅

包含标量的拉格朗日密度, 且有

LϕA = f(ϕ)2
�
−1

4
FµνF

µν − 1

2
m2

AAµA
µ

�
. (30)

Sasaki等[56]证明了振荡的f(ϕ)和比哈勃标度小的

质量mA可以对某些电磁场模式产生共振放大, 同

时不会导致强耦合和反作用问题. 以上作用量给出

电磁场的运动方程如下:

Ä+

"
k2

a2
+m2

A +
1

4

�
Ḟ

F

�2

− F̈

2F

#
A = 0 , (31)

其中变量A ≡
√
FA,F ≡ af2, A为Aµ的傅里叶

模式(忽略下标). 在dS近似下, 一个简单的模型即

选取正定的F满足F ′/F = −2γ sin(2z), z ≡ ω(t −
ti)/2, 这个选择使模函数可以取类似Whittaker-

Hill方程的形式:

A′′ + [C(z) + 2q cos(4z) + 2 cos(2z)]A = 0 , (32)

为首的参数含时. 在超哈勃视界尺度上, k/a → 0,

C(z)中的含时项可忽略. 由Floquet定理, (32)式具

有指数增长的解A ∝ eµz, 即在超哈勃视界尺度上

的电磁场模式获得共振放大. 由于共振导致电磁

场模式的显著增强发生在视界外; 同时, 由于F为

振荡函数且不需要指数增长以确保磁场得到充分

增强, 前文中提到的强耦合与反作用的问题可以

避免. 考虑强耦合与反作用问题以及CMB观测限

制, Sasaki等人进一步讨论了对模型参数空间的限

制[56].
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在第1节引言中提及的早期宇宙再热图象中,

驱动暴胀的标量场ϕ在势的最低点振荡, 进而引发

与其以适当形式耦合的物质场χ的参数共振, 这样

的不稳定性称为预热[44–46]. 预热使暴胀场的能量

有效转化为物质场的能量. 同样, 由于引力波可以

在所有物质场的运动方程里产生振荡项, 人们期待

引力波诱导的失稳现象可以将引力波携带的能量

转移到物质场中. 利用标度因子的幂重新缩放物质

场

y′′ + c2sFy′ + 4
c2s k

2

ω2
y + c4sMy = 0 , (33)

其中y = (ay, az)
T, 角分符号表示关于τ ≡ ωt/2的

导数, F表征耗散项的大小. M ∝ h0 cos 2τ提供了

参数不稳定性. 由于h0一般很小, 所以共振带的频

率范围很窄, 即为窄共振. Brandenberger等人通过

计算发现: 在真空(c2s = 1)中, 共振仅在第二共振带

产生故效率很低; 而在其间电磁场的波动速度小于

光速(c2s < 1)的介质中, 失稳现象在第一共振带即

产生, 因此共振放大效率高得多. 同时他们还计算

了∆ω ∼ ω的引力波包的耗散率:

ln(h0)
′ ∼ −GNω

2c6s (1− c2s )
2e2µτ , (34)

其中GN是万有引力常数. 该结果在天体物理学和

宇宙学的背景下开辟了几种新的可能性和应用. 其

中一个应用是嵌入在气体介质或等离子体中的天

体物理事件的引力波发射. 在理想估计下, 如果介

质的折射率对单位值有一阶的偏离, 引力波会在几

分钟内全部衰变为电磁辐射, 因此我们将会观测到

电磁信号而不是引力波信号. 另一个应用是为引力

波转化为等离子体波提供了无需预先给定强背景

磁场的新过程[57].

3 “台阶”暴胀模型与非高斯尾巴

原初非高斯性可能起源于暴胀时期量子场的

相互作用, 即对于宇宙学扰动超越非高斯性的观测

研究有望帮助我们揭示暴胀时期的物理过程. 因

此, 已经有相当数量的研究尝试使用多点关联函数

讨论宇宙学扰动的局域非高斯性. 这些讨论通常使

用非高斯参数例如fNL基于微扰展开的方法刻画分

布函数对高斯函数的偏离. 在这个部分我们将以一

个具体的暴胀模型为例子讨论暴胀场的势能中一

个向上的小台阶所造成的原初非高斯性, 并尝试

讨论其中非微扰效应. 这个部分的内容组织如下:

在3.1节中我们遵循文献中讨论非高斯性的一般范

式简单介绍非高斯性的微扰描述. 在3.2节中我们

尝试使用在一个非常简单的暴胀模型中通过δN方

法讨论其非高斯性. 在3.3节中我们尝试考虑这种

非高斯尾巴对于原初黑洞形成的影响.

3.1 超慢滚暴胀与势能中的“台阶”

在这一部分, 我们将讨论超慢滚暴胀模型的

背景动力学及其非吸引子行为, 并使用δN方法回

顾超慢滚暴胀中曲率扰动R的计算. 在此基础上,

我们将看到在暴胀势能中向上的台阶能给单场暴

胀模型带来不平凡的扰动行为. 由于超慢滚暴胀

模型可以在特定的尺度放大原初扰动的功率谱同

时破坏Maldacena给出的单场慢滚暴胀的一致性关

系[128], 在学界引起了广泛讨论和研究. 在此简单回

顾一下超慢滚暴胀模型并讨论其非高斯性的起源

将引导我们看到: 即使在这样简单的模型中也有超

越微扰论描述的非高斯性产生. 超慢滚暴胀是指暴

胀子势能在此阶段内近似为常数V (ϕ) = V0, 因此

暴胀子场的运动方程为:

d2ϕ

dn2
+ 3

dϕ

dn
= 0 , 3H2 ≃ V0 , (35)

其中我们使用e叠数n作为时间变量,其定义为dn ≡
Hdt. 当在n = ni时给定初始条件ϕ(ni)以及π(ni) ≡
dϕ/dn(ni), 运动方程的解为:

ϕ(n) = ϕ(ni) +
π(ni)

3

�
1− e−3(n−ni)

�
, (36)

π(n) =
dϕ

dni

= π(ni)e
−3(n−ni) . (37)

我们可以从中注意到, 在暴胀子的相空间(ϕ,

π)中有如下关系式:

π(n) + 3ϕ(n) = π(ni) + 3ϕ(ni) . (38)

这意味着, 在超慢滚暴胀相结束时若ϕ(nf) =

ϕf , π(nf) = πf , 宇宙所经历的e-叠数NUSR ≡ nf −

23-17



65卷 天 文 学 报 3期

ni可以表达为初始条件ϕi和πi函数:

NUSR(ϕi, πi;ϕf , πf) =
1

3
ln
�
πi

πf

�
=

1

3
ln

�
πi

πi + 3(ϕi − ϕf)

�
.

(39)

利用δN方法我们可以直接得到在超慢滚暴胀

相当中的曲率扰动为

δN = N(ϕi + δϕ, πi + δπ)−N(ϕi, πi)

≃ −1

3
ln
�
1 +

3δϕ

πf

�
. (40)

在上面δN的计算过程中我们略去了δπ的项,

这是由于在超哈勃视界的尺度上δϕ近似为常量

而δπ迅速指数衰减消失. 接下来我们考察(40)式的

统计性质. δϕ是德西特时空中无质量的自由标量

场, 因此可以视为高斯随机场, 而曲率扰动R =

δN(δϕ)是高斯随机场的非线性函数自然而然具有

了非高斯的统计性质. 一般而言, 随机场的概率分

布是一个泛函, 但对于具体扰动模式其分布函数可

以通过概率密度变换公式解析求解. 不难通过简单

的计算而从结果中发现, 超慢滚暴胀中曲率扰动的

概率分布函数具有指数形式的非高斯尾巴, 这一结

果与随机暴胀中求解Fokker-Planck方程的计算结

果一致[129].

在常规对于非高斯性的研究中, 研究者通常使

用基于微扰展开的非高斯参数考察扰动在均值附

近对非高斯性的偏离, 在本文后续内容中我们将进

一步讨论这个问题. 针对超慢滚暴胀的δN结果, 在

R ≪ 1时可以泰勒展开得到非高斯参数fNL = 5/2.

这一结果在更早的文献中通过In-In形式计算得到,

因其破坏了单场暴胀模型中的Maldacena一致性关

系而让超慢滚暴胀模型得到了广泛的研究. 由于超

慢滚暴胀不能作为宇宙暴胀的终点, 因此针对超慢

滚暴胀到慢滚暴胀的相变研究对于包含有超慢滚

暴胀的暴胀模型至关重要. Cai等[130]对这一相变过

程进行了细致的计算, 指出该非高斯参数还取决于

相变的具体过程.

此外应当注意到, 运动方程的解(37)式指出场

的动能π在超慢滚暴胀相中指数衰减, 因此超慢滚

暴胀有持续过久的可能性. 当初始动能不足以让暴

胀子顺利通过超慢滚暴胀的势阱|πi| < 3∆ϕUSR时

就必须考虑量子涨落的影响. 在这篇综述中我们主

要介绍量子涨落可以忽略不计的情况, 当量子涨落

主导暴胀演化时, Vennin等[129, 131]基于随机暴胀

发展了随机δN方法来计算这种情形下的扰动.

在研究超慢滚暴胀的非高斯性物理起源的过

程中, Cai等[132–133]发现即使在单场慢滚暴胀中, 如

果势能V (ϕ)存在很小的向上台阶, 也可能导致高度

非平凡的扰动结果. 考虑图12所示的两段慢滚暴胀

势能在ϕ = ϕc由一个向上的台阶所连接, 暴胀子从

ϕ > ϕc (Stage-I)的区域开始演化并在ϕc处翻越这

个向上的台阶, 随后进入第二段慢滚势能中开始一

段向慢滚吸引子演化的弛豫过程. 在台阶的附近,

这样的势能可以被参数化为:

V (ϕ) =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

V0

�
1 +

√
2ϵI (ϕ− ϕc) +

1

2
ηI (ϕ− ϕc)

2
�
,

ϕ > ϕc ,

(V0 +∆V )

�
1 +

√
2ϵII (ϕ− ϕc)+

1

2
ηII (ϕ− ϕc)

2
�
, ϕ < ϕc ,

(41)

其中∆V是向上台阶的高度, ϵI,II和ηI,II分别是Stage-I

与Stage-II的慢滚势能在ϕc处的慢滚参数. 在翻越

台阶的过程中暴胀子场的动能因此下降, 前后动能

关系满足能量守恒:

πd = −
È
π2
c − 6∆V/V . (42)

为了后续讨论的方便, 我们引入无量纲的参

数g来刻画向上台阶对暴胀子演化的影响:

g ≡ πd

πc

, (0 < g < 1) . (43)

在这样参数化的势能中, 暴胀子的运动方程在

两个暴胀阶段中都可以精确求解. 以翻越台阶后

的Stage-II为例, 在求解运动方程后我们仍可如同

讨论超慢滚暴胀的(38)式一样得到暴胀子在相空间

中的轨迹,

π(n) +
s+ 3

2
ϕ(n) =
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πd

��
1− h

s− 3

�
e

1
2 (s−3)(n−nc) +

h

s− 3

�
+

s+ 3

2
ϕc ,

(44)

其中我们定义了参数

h ≡ 6
√
2ϵII/πd , s ≡ 3

È
1− 4ηII/3 ≃ 3− 2ηII .

图 12 带有向上台阶的暴胀势能示意图, 在这个模型中两段慢滚暴胀

势被一个陡峭的向上台阶∆V所连接. 该图片引用自文献[132].

Fig. 12 A schematic diagram of the inflation potential with

an upward step. In this model, two segments of slow-roll

inflation potential are connected by a steep upward step ∆V .

This figure is sourced from Ref. [132].

该轨迹刻画了慢滚暴胀动力学的吸引子性质,

即在一段弛豫时间后暴胀子在相空间中的轨迹始

终会收敛于π = −
√
2ϵII + ηII(ϕc − ϕ). 也可以从中

窥见参数h的物理意义, 它衡量了初始场动能偏离

慢滚吸引子解的程度. 当h = −6时, 刚好翻越台阶

的暴胀子动能落在了第二阶段慢滚吸引子解上, 因

此无需经历偏离慢滚条件的弛豫过程. 在接下来的

计算中, 我们将看到这样的弛豫过程和向上台阶在

曲率扰动上带来了不平凡的现象学结果.

由于两个慢滚阶段的背景演化过程都可以通

过直接求解ϕ的运动方程得到相应解析解, 特别是

原则上我们能够在给定暴胀结束状态(ϕf , πf)后得

到宇宙的e-叠数Ntotal对初始条件(ϕi, πi)的依赖关

系, 因此仿照前述超慢滚暴胀的计算就可以通过

δN方法得到曲率扰动. 在实际使用δN方法时, 特

别需要明晰宇宙的膨胀历史对“初始条件”的依赖

关系, 这里的“初始”即所计算的扰动模式因宇宙暴

胀而退出哈勃视界的时刻. 在这个模型中, 曲率扰

动的结果可以分为3种情况讨论:

(1) 对于长波长, 在Stage-I中暴胀子尚且离台

阶很远时就已经退出哈勃视界的模式有:

R = δN = − δϕ√
2ϵI

. (45)

该结果与标准的单场慢滚暴胀的预言相同, 保证了

这个模型在选择适当的ϵI时将给出符合CMB和LSS

观测的结果.

(2) 对于在Stage-I中暴胀子即将遇到台阶时

(n(ϕc) − n(ϕ) < 1)出视界的模式,

R ≃ −1

3
ln
�
1 +

3δϕ

πc

�
+

1

ηII
ln

�
1 +

2ηIIδπd

6
√
2ϵII + 2ηIIπd

�
, (46)

其中δπd是关于δϕ的非线性函数:

δπd = πd

2
4s1 +

6

g

δϕ

πd

+ 9
�
δϕ

πd

�2

− 1

3
5 . (47)

这里我们注意到(46)式当中的第一项与超慢滚暴胀

中的(40)式一致, 我们将在稍后解释其背后的物理

原因.

(3) 对于在Stage-II中出视界的模式计算结果

与慢滚暴胀一致,

R = δN = − δϕ√
2ϵII

. (48)

上面的结果告诉我们势能中向上的台阶导致

在其之前很近的范围内出视界的模式行为偏离了

慢滚暴胀的预言, 并且与超慢滚暴胀结果有相似之

处. 为了理解这些结果的合理性及其背后的物理起

源, 我们不妨在相空间中检查ϕ的演化行为.

计算这个模型的δN结果时我们锚定暴胀在

Stage-II的慢滚相(ϕf , πf)中结束, 对于在Stage-I中

出视界的模式它们所经历的宇宙膨胀历史由两部

分贡献, 分别来自于台阶前后两个阶段Ntotal = NI

+ NII. 暴胀子翻越台阶之后的场动能未必恰好落

在慢滚吸引子上, 可能需要经历一段弛豫过程, NII

因此会依赖于ϕ刚爬上台阶之后的动能πd. 而NI

的贡献需要更加小心讨论: 如果模式出视界以后ϕ
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经历了足够长的演化才到达台阶处(比如数个e-

叠数), 则由于慢滚暴胀的吸引子性质, 在ϕ到达

台阶时的场动能已经为−
√
2ϵI. 此时在计算δN =

Ntotal(ϕi + δϕ, πi + δπ)−Ntotal(ϕi, πi)时NII没有贡

献, NI可以使用慢滚近似. 但若我们考察那些在

Stage-I中非常接近台阶的区域出视界的模式, 此时

对于没有落在慢滚吸引子上的初值(ϕi, πi)并没有

足够的弛豫时间使得πc = −
√
2ϵI, 因此不仅在NII

中的πd是初值的函数, 同时还必须考虑NI偏离慢滚

吸引子的弛豫行为. 在这种情形中, 通过完整求解

在Stage-I中的运动方程可以证明来自NI的贡献与

超慢滚暴胀中的结果一致[132].

图13通过相空间中的轨迹展示了图12所示模

型暴胀子的动力学, 红色虚线为慢滚吸引子. 在仅

考虑背景演化时, 无扰动的宇宙沿粗蓝实线演化.

在ϕ = ϕc处的不连续性来自能量守恒条件(42)式.

从独立宇宙的角度来看, 宇宙学扰动对应暴胀宇宙

中不同哈勃区域经历了不一样的暴胀过程, 即在

δN方法中初始条件的扰动. 在宇宙仅经历慢滚暴

胀时, 这些具有不同的初始条件的哈勃区域在一段

时间的演化后会很快收敛到慢滚吸引子上. 图中浅

蓝色的轨迹就演示了扰动的情况, 不妨把这些轨迹

称为“离吸引子轨迹”. 在台阶前很近的区域内出视

界的扰动尚未收敛到吸引子上便被冻结, 影响了后

续的演化过程. 这些“离吸引子轨迹”的存在在之前

的很多研究中被忽视了, 但在具有向上台阶的模型

中这些轨迹可能会导致完全不同的演化过程. 这个

观点可以一定程度上帮助我们理解(46)式中非线性

的物理起源.

3.2 再谈非高斯: 微扰展开和非高斯尾巴

上面的讨论中我们已经在超慢滚暴胀、具有

向上台阶的分段慢滚暴胀两个模型中得到了曲率

扰动R的结果, 在这个部分中我们将尝试对原初扰

动的非高斯性进行进一步讨论. 在宇宙学中曲率扰

动R(x)是一个随机场, 但在这里我们主要讨论局域

的统计性质, 即在空间中某一点处的值, 因此仅视

其为一个随机变量.

当我们在谈论一个随机变量是高斯随机变量

RG时, 只需要两个参数即可完全刻画其随机行为

的统计性质, 即一阶矩⟨RG⟩ = µ(均值)和二阶矩

⟨(RG − µ)2⟩ = σ2(方差), 此时其概率密度函数可

被确定为:

P (RG) =
1√
2πσ2

exp

�
−(RG − µ)2

2σ2

�
. (49)

图 13 向上台阶模型中暴胀子的相空间(ϕ, |π|). 红色虚线是慢滚吸引
子的轨迹. 蓝色粗实线是给定满足慢滚条件的初始条件以后的暴胀子

演化轨迹, 淡蓝色细实线代表了不同场速度下那些“离吸引子轨迹”. 这

些“离吸引子轨迹”是这个模型给出非平凡扰动结果的关键. 该图片引

用自文献[132].

Fig. 13 The phase space (ϕ, |π|) of the inflaton in the

upward step model. The red dashed line represents the

trajectory of the slow-roll attractor. The blue thick solid line

represents the evolution trajectory of the inflaton starting

from initial conditions that satisfy the slow-roll conditions.

The light blue thin solid lines represent trajectories with

different field velocities, which are “off-attractor”

trajectories in the model that give rise to non-trivial

perturbation results. These “off-attractor” trajectories play a

crucial role in generating non-trivial perturbations in this

model. This figure is sourced from Ref. [132].

而想要刻画非高斯的随机变量则要更加困难

一些, 原则上概率分布函数在满足一定数学要求的

前提下总可以以任意的形式偏离高斯函数. 在宇宙

学中, 可以认为一系列的物理过程导致曲率扰动是

一个高斯扰动的函数:

R = f(RG) . (50)

这个函数f原则上是一个任意函数, 只需要保

证f(0) = 0成立. 另外如果我们认为在RG → 0的

极限下R与RG近似有线性关系, 那么在这一极限

下我们总可以重新标度高斯变量RG使得f ′(0) = 1.
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因此在均值附近, 我们可以尝试对随机变量使用泰

勒展开|RG| ≪ 1,

R(x) = RG(x) +
1

2
f ′′(0)

�
RG(x)

2 − 2σ2
�
+

1

3!
f ′′′(0)RG(x)

3 + · · · . (51)

我们所熟悉的非高斯参数即由此展开所给出,

fNL ≡ 5f ′′(0)/6, gNL ≡ 25f ′′′(0)/54. 这一展开在

|RG| ≪ 1的区域内可以较好地描述曲率扰动对高

斯扰动的偏离, 也常用于讨论宇宙学中非高斯扰动

的影响.

在前述的超慢滚模型中, 将结果(40)式进行幂

级数展开并与(51)式比对就可以得到其fNL = 5/2.

而对于台阶暴胀模型中的结果(46)式, 我们也可以

使用同样的方法直接计算得到非高斯参数在g ≪
1时有fNL = 5|h|/12. 但是我们需要时刻注意使用
非高斯参数fNL、gNL等来刻画其对高斯分布的偏

离是基于幂级数展开的微扰论方法仅适用于|RG|
≪ 1的范围. 当需要考察较大的|R|时, (51)式可

能已经失效, 我们需要完整的f(RG)来描述体现

在P (R)中的非微扰特征.

在数学上, 对于具有良好性质的f可以利用

关系P (RG)dRG = P (R)dR得到完整的P (R)表达

式. 但是在实践中想要得到解析的P (R)结果困难

重重, 因为需要求得RG = f−1(R)的具体表达式及

其导数. 超慢滚暴胀的结果(40)式就是一个可以通

过上述方法得到完整的曲率扰动分布函数的例子,

与高斯分布不同的是超慢滚暴胀给出的P (R)具有

e−3R形式的非高斯尾巴. 由于高斯分布函数的尾巴

以e−R2

的形式衰减, 因此相较于慢滚暴胀给出的高

斯分布, 超慢滚暴胀更加容易产生较大曲率扰动.

这种分布函数尾巴处行为的本质区别会严重影响

原初黑洞的形成. 在具有向上台阶的模型中也能够

在合理的近似下得到非高斯分布的具体形式, 我们

将看到它在尾巴处展现了更加奇特的行为并且同

时非高斯参数fNL可以很小. 当向上台阶的影响很

显著时, 我们可以认为在g2|h| ≪ 1的参数范围内来

自(46)式中曲率扰动的主要贡献来自于第二项. 于

是我们可以近似得到下面的关系:

R ≃ − 2

|h|

hÈ
1− |h|RG − 1

i
, (52)

其中RG = 6 δϕ/(ghπd)正比于暴胀场扰动δϕ, 因此

可以认为是曲率扰动在微扰区域|R| ≪ 1内的高斯

部分.我们很快注意到, (52)式的结果给出了一个最

大的曲率扰动值, 即R = 2/|h|. 这是一个完全非微
扰的行为, 物理上可以理解为当扰动过大, 这个区

域的动能将不足以翻过这个向上的台阶. 利用(52)

式和(49)式我们可以求解得到P (R)的具体形式,

P (R) =
2− |h|R

Ω
exp

�
−R2(4− |h|R)2

32σ2
R

�
;

R 6 2

|h|
, (53)

其中Ω是一个归一化系数.图14展示了不同h取值下

(53)式与高斯分布的对比. 图中蓝色线为高斯分布,

红色与黑色线为(53)式所给出的非高斯分布. 这个

分布在尾巴处有截断2/|h|, 这导致对高斯分布的严
重偏离, 同时其非高斯参数为fNL = 5|h|/12. 通过
选择合适的h, 就可以在fNL很小时P (R)仍然具有

相当显著的非高斯行为. 对于红色线的情况, 非高

斯的分布函数在R > 0.5的区域内比高斯函数大数

个量级, 因此也会对原初黑洞形成产生很大的影

响, 我们将在下节估计这个影响.

3.3 非高斯尾巴与原初黑洞

非高斯尾巴的一大理论动机和应用就是影响

原初黑洞的形成. 原初黑洞的形成理论认为当暴胀

结束之后重新进入视界的密度反差δ(r)大于某个临

界值时便会形成原初黑洞, βPBH =
R∞
δc

dδP (δ). 基

于这个机制, 原初黑洞的丰度将极度依赖密度反差

的概率分布函数在大于这个临界值δc时的行为. 在

前述讨论中δN方法能够非微扰地描述曲率扰动的

非高斯尾巴, 我们希望可以基于此估计非高斯尾巴

对原初黑洞丰度的影响.

首先我们需要计算曲率扰动的功率谱PR(k).

本文主要讨论的台阶暴胀模型给出了在小尺度上

放大的功率谱, 其功率谱在小尺度上的放大幅度与

向上台阶有关[132], 即PR(k) ∝ g−2. 向上台阶暴胀
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给出了与Starobinsky线性模型[134]、超慢滚暴胀、

向下台阶暴胀这类模型高度类似的功率谱行为, 在

适当选取g和势能慢滚参数时小尺度上功率谱的振

幅即使在高斯情形下也可以产生原初黑洞.

图 14 在台阶暴胀模型中在靠近台阶区域内出视界的扰动的分布函

数(53)式与高斯分布的比较, 我们选取了σ = 0.02. 其中黑色数据点

和红色数据点是基于(46)式的蒙特卡洛数值结果. 图片引用自文

献[133].

Fig. 14 Comparison between the distribution function

Eq. (53) of perturbations that exit the horizon near the step

region in the step inflation model and the Gaussian

distribution, with σ = 0.02. The black and red data points

are based on Monte Carlo numerical results from Eq. (46).

The figure is sourced from Ref. [133].

但需要注意原则上在大于哈勃视界的尺度上

我们总可以通过坐标变换改变曲率扰动的值, 因此

在严格考虑原初黑洞的形成时曲率扰动R并非真
正具有物理意义的量. 在超哈勃视界尺度上, 密度

反差与不含时的曲率扰动具有如下关系[135]:

δ(r) = −8

9

�
1

aH

�2

e−5R(r)/2∇2eR(r)/2 , (54)

即与曲率扰动的空间导数有关. 为了简洁明了地估

算向上台阶暴胀中非高斯尾巴对原初黑洞丰度的

影响, 不妨在k空间中考虑一个简单情形: 当功率

谱在小尺度kp上有峰, 密度反差大致为δ ∼ k2
pR/

(aH)2. 当暴胀结束后扰动进入视界时有k = aH,

因此δ ∼ R. 即在傅里叶空间中, 当扰动模式重新

进入视界开始坍缩时原初黑洞的丰度可以估算为

βPBH =
R∞
Rc

dRP [R], 这里Rc ∼ O(1).

在上述讨论中, 对分布函数结果(53)式积分即

可以得到非高斯情况下原初黑洞丰度:

βNG
PBH =

È
2πσ2

R

Ω

2
4Erf

�
1

|h|
È
2σ2

R

�
−

Erf

�
Rc (4− |h|Rc)

4
È
2σ2

R

�35 , (55)

其中, Erf(x)为误差函数. 当坍缩所需阈值Rc大于

截断2/|h|时, 则将不会有扰动可以坍缩产生原初黑

洞. 与高斯扰动的情形

βG
PBH =

h
1− Erf

�
Rc/

È
2σ2

R

�i
/2

比较, 我们可以发现对于确定的坍缩阈值Rc, 参数

h将会对原初黑洞的丰度有巨大的影响.

如图14中黑色曲线所示, 当|h|取值较大时
P (R)被快速压低. 甚至在Rc > 2/|h|时该模型无法
产生可以坍缩形成原初黑洞的扰动, 与此同时fNL

= 5|h|/12可以有较大取值. 反之如果|h|取值较小,

如图14中红色曲线, 在Rc < R < 2/|h|区间内非高
斯尾巴将会远远大于高斯函数, 这将极大促进原初

黑洞的形成. 当坍缩阈值Rc = 0.7时, h = −2将会

给出βNG
PBH/β

G
PBH ∼ 103.

这里使用曲率扰动的非高斯尾巴计算原初黑

洞的丰度仅仅是对这一非微扰效应的粗糙估计. 严

格的计算仍然依赖使用(54)式所给出的密度反差及

其概率分布函数. 对于超慢滚暴胀模型给出的结

果(40)式, 密度反差的概率分布函数P (δ)可以被解

析给出[40, 136–137]. 在超慢滚暴胀中基于P (δ)所得

到的原初黑洞丰度βNG
PBH与使用P (R)估计的结果相

比甚至更大. 这些结果都表明在尝试计算原初黑洞

的丰度时, 使用fNL等基于微扰展开的非高斯参数

对非高斯的影响进行刻画是不可靠的. 在考虑了非

高斯尾巴的影响以后产生同等丰度的原初黑洞所

需要的功率谱振幅将会远远小于高斯的情形.

非常有趣的是, 除了上述所讨论的非高斯尾

巴对原初黑洞的增丰在向上台阶暴胀模型中还有

一种可能会形成原初黑洞的机制, 即暴胀子的“卡

陷”[38]. 当暴胀演化到台阶ϕ = ϕc处, 宇宙的一些区

域因为扰动而没有足够的场速度, 即|πc| < 6∆V/V
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越过台阶时, 这个区域中的暴胀子将会陷在台阶的

底部. 而周围的区域成功翻越了台阶以后, 卡陷在

台阶底部的区域由于具有更低的势能将会成为一

个被假真空裹住的真真空气泡. 在真真空气泡形

成的一段时间内, 这个区域会以指数膨胀[138–139],

直到周围的假真空沿着第二段慢滚暴胀势能演化

到更低的势能. 当外围区域的势能更低时, 真假真

空的角色就会反转. 此时泡泡开始被周围势能更

低的真真空挤压坍缩形成一个黑洞. 但神奇的是

此时气泡内部时空的几何其实仍然在维持指数膨

胀[138–139]. 这导致了一个时空中类似虫洞的结构,

连接着两个因果无关的宇宙[140–141]. 这个机制导致

的原初黑洞丰度和质量都高度依赖具体的模型实

现机制, Cai等人的工作中对质量和丰度给出了粗

略的估计值[132].

4 总结与展望

本文使用参数共振和非高斯尾巴两类现象学

模型作为例子, 综述了近年来宇宙学扰动理论在小

尺度上对超越微扰论的一些现象学研究. 第一类模

型, 即共振的原初扰动模型, 基于参数共振方程解

的Floquet不稳定性非微扰地放大特定物理量. 参

数共振机制通过在扰动量的运动方程中引入周期

性变化的参数, 进而构造出Mathieu方程或其它解

具有Floquet不稳定性的参数共振方程. 如(1)式所

示, 在声速共振机制中, 引入的周期变化参数是扰

动的声速平方c2s . 在这种情况下曲率扰动的运动方

程可以被改写为标准的Mathieu方程. 在特定的窄

参数区间内曲率扰动的功率谱可以被放大到PR ∼
10−2量级, 产生原初黑洞. 不同于修改暴胀子势能

放大功率谱的模型, 声速共振机制无须修改暴胀子

背景的运动方程, 避免了对暴胀势能的精细构造和

调整. 同时由于Mathieu方程的窄共振特性, 只有在

特征尺度对应波数k∗及其整数倍很窄波数范围内

的扰动模式被放大, 共振带之外的模式不受影响,

其功率谱能够在保证大尺度符合CMB和LSS观测

的同时在小尺度上有非常尖锐的峰. 这是第一个可

以自然产生单色质量函数原初黑洞的简单模型, 为

单一质量原初黑洞的产生提供具体例子的同时也

为日后声速共振机制的检验提供了清晰判据. 基于

这个例子作者团队进一步在暴胀子-曲率子混合暴

胀模型[68]、双场暴胀模型[69]中实现了参数共振放

大原初曲率扰动功率谱. 同时, Chen等人在DBI暴

胀模型中成功构造了一个声速共振的实现模型[65],

该模型证明在DBI这种非正则场暴胀模型中确实

可以实现声速共振机制. 在双场暴胀中, 共振机制

可以单独控制二阶张量模式的扰动, 实现在CMB

尺度单独放大张量扰动而保持标量扰动的功率谱

符合CMB观测. 这一特性破坏了Lyth界限, 可以在

小场暴胀模型中产生较大的原初引力波, 有望在未

来CMB的B偏振模式观测实验中得到检验[54]. 在

这类声速共振模型中, 放大的标量扰动会诱导产生

引力波. 区别于传统的标量诱导引力波模型, 声速

共振机制在暴胀时期视界内产生的引力波往往不

可忽略, 与辐射为主时期扰动重新进入视界后产生

的诱导引力波叠加产生双峰的引力波能谱信号. 在

未来的引力波观测试验中可以利用这一特点对声

速共振机制进行检验和参数的限制. 除了放大原初

的标量扰动模式, 当引力波的波速平方也具有特殊

的周期变化形式时, 声速共振机制也可以放大在宇

宙早期产生的引力波信号[55]. 利用这一特点, 该机

制可以用于检验宇宙早期的引力理论中的引力波

波速.

Sasaki和Brandenberger等宇宙学家进一步推

广了参数共振模型, 将其应用到了电磁场与暴胀子

场[56]、引力场与电磁场相互作用[57]的运动方程中.

参数共振的Floquet不稳定性可以使参与共振的模

式非微扰地放大, 因此可以用于解释原初磁场起源

或放大引力子-引力子相互作用产生光子的振幅.

在第二个例子非高斯尾巴的讨论中, 我们通过

讨论单场暴胀中暴胀子势能有一个向上台阶的模

型, 展示了其原初扰动的非高斯性具有非平凡的特

性. 在这个玩具模型中, 通过δN形式的计算我们展

示了在暴胀子遇到向上台阶之前的一段时间内, 退

出视界的扰动由于受到台阶势能的影响在功率谱

放大的同时产生了非高斯尾巴. 这种非高斯尾巴体

现了在这种情形下扰动的非高斯性具有典型的非

微扰特征, 即在非高斯参数fNL很小的同时却具有

很强的非高斯性. 我们进一步阐释了这种非微扰

的非高斯性起源: 在向上的台阶附近暴胀子场的
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扰动会改变背景的演化结果, 在场扰动较大的情

况下这个区域的背景时空将卡陷在势能台阶的底

部无法继续演化, 卡陷的区域也会在一段时间后

塌缩成为原初黑洞. 在对这个简单例子的计算中

我们得到了完整的曲率扰动对场扰动的非线性依

赖关系R = δN(δϕ), 并讨论了其微扰展开失效的

条件. 我们指出, 非高斯尾巴具有非微扰的非高斯

性可以通过δN形式的计算或者通过求解随机暴胀

的Fokker-Planck方程来研究. 同时, 非高斯尾巴对

于原初黑洞丰度的计算具有非常显著的影响, 在讨

论非吸引子模型中原初黑洞的形成时我们应该考

虑完整非高斯性的影响, 并通过正确的判据计算原

初黑洞的形成.

本文所着重讨论的两种描述非微扰过程的现

象学模型, 对研究和观测搜寻原初黑洞和原初时期

产生的引力波提供了新的可能性. 由于搜寻原初黑

洞和相关引力波信号对研究小尺度的极早期宇宙

具有重要意义, 目前已经有大量的研究通过已有的

多波段、多信使天文观测包括CMB物理、引力透

镜、宇宙射线、引力波直接或间接观测等手段对

原初黑洞的质量分布和初始丰度进行了详细的限

制[23, 27, 142–149]. 特别是基于脉冲星计时阵列的纳

赫兹引力波观测, 掀起了讨论非高斯性对原初黑

洞形成影响的热潮[53, 150]. 这些观测使我们意识到,

在研究原初宇宙中较小尺度的物理过程时非线性

效应和非微扰的现象很可能扮演了极为重要的角

色.

目前, 对于宇宙学中在较小尺度非线性效应和

非微扰现象的理论研究仍困难重重, 大量悬而未决

的问题亟待解决. 例如, 声速共振机制的物理实现

目前还不够清楚, 我们希望找到更加自然和具有鲁

棒性的方法来实现声速平方的周期性变化. 目前对

在暴胀时期声速共振效应的非高斯性的计算仍比

较粗糙, 我们希望有更加严格和精细的结果可以求

出这类模型的非高斯性. 我们对可以产生非高斯尾

巴的模型了解还不够全面, 我们希望可以找到更多

的具有非高斯尾巴的暴胀模型, 进而对非高斯尾巴

的性质有更全面的认识. 我们还希望找到更强大的

方法可以求解曲率扰动的概率分布函数进而系统

性地研究其非高斯特征. 总而言之, 对超越微扰论

和非线性的宇宙学现象研究已经成为了未来宇宙

学研究的一个热点, 越来越多的工作正在揭开这片

神秘领域的面纱. 在这个领域里, 我们相信仍然有

非常丰硕的果实等待我们去采摘.

致谢 在本文的写作过程中, 作者与陈超、江捷、

王东刚、王博、鄢盛丰等进行了丰富讨论, 在此特

别感谢他们的帮助和指导.
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Nonperturbative Phenomenons of the Very Early Universe:

Resonances in Primordial Fluctuations and Non-Gaussian Tails

CAI Yi-fu1,2 HE Xin-chen1,2 MA Xiao-han1,2

(1 School of Astronomy and Space Science, University of Science and Technology of China, Hefei 230026)
(2 Deep Space Exploration Laboratory/Department of Astronomy, School of Physical Sciences, University of Science and

Technology of China, Hefei 230026)

ABSTRACT In the era of precision cosmology, multi-messenger, high-resolution as well as small-scale
cosmological observations have provided profound insights into the early universe, while also presenting
new challenges to cosmological perturbation theory based on linear approximation and perturbative ex-
pansions. In recent years, the search for primordial gravitational waves and primordial black holes has
generated significant research interest in the non-linear and non-perturbative processes in the early u-
niverse at small scales. This review paper summarizes the progress in understanding the generation of
primordial black holes and gravitational waves at cosmological small scales. Specifically, we focus on the
application of the resonance effect depicted by the Mathieu equation to study small-scale power spectrum
amplification and the induction of observable primordial gravitational waves. Furthermore, we attempt to
explore the influence of non-Gaussian tails on primordial black hole formation. Our findings indicate that
the resonance effect of the Mathieu equation provides an effective approach to describe non-perturbative
and non-linear processes at small scales in the early universe, leading to a better understanding of the
mechanisms behind primordial black hole formation and gravitational wave generation. Additionally, the
non-perturbative non-Gaussianity may have a significant impact on the formation of primordial black
holes.

Key words cosmology: inflation, early universe, primordial gravitational waves, non-Gaussianity, pri-
mordial black holes
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