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摘要 探讨了偏心率函数的递推方法的效率, 给出了一种成批递推方法, 其计算效率明

显优于直接计算方法, 而且递推是正向的. 采用该成批递推方法递推时, 偏心率函数的量

级从小到大变化, 可以保证递推的精度.
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1 Hansen系数的基本递推关系

对于Hansen系数X
−(n+1),m
k 和Xn,m

k (其中, n、m和k是Hansen系数X
−(n+1),m
k 和Xn,m

k

的3个指标)的递推计算, Giacaglia[1]和McClain[2]给出了多个递推关系式. 在文献[3]中,

我们列出了Giacaglia和McClain给出的这些递推关系式中, 仅有的5个独立的递推公

式(R1)–(R4)式和(R*)式, 其中(R1)–(R4)式是常用的基本递推关系式(其具体表达式参

见附录); 还推导给出了两个新的Hansen系数的递推关系式(R5)和(R6)式.

基本递推关系式(R1)和(R3)式, 可以用来进行偏心率函数Gl,p,q = X−l−1,l−2p
l−2p+q 的递

推. 将基本递推关系式(R1)和(R3)式中的Hansen系数换成偏心率函数, 相应的偏心率函

数Gl,p,q的递推公式即为
[1]:(l − 2p+ q)

√
1− e2Gl−2,p−1,q = (l − 2p)(1− e2)Gl,p,q+

(l−1)e
2

(Gl−1,p−1,q−1 −Gl−1,p,q+1),
(1)

(1− e2)2Gl,p,q =
(
1− e2

2

)
Gl−2,p−1,q + (1− e2)e(Gl−1,p−1,q−1 +Gl−1,p,q+1)−

e2

4
(Gl−2,p−2,q−2 +Gl−2,p,q+2),

(2)

其中, l、p和q是偏心率函数Gl,p,q的3个指标, e是轨道偏心率.
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2 递推公式的特点

观察Hansen系数X
−(n+1),m
k 和Xn,m

k 的递推公式(包括其他文献, 如文献[4]中所列递

推公式), 我们发现它们具有一个显著特点: 递推公式中Hansen系数X
−(n+1),m
k 和Xn,m

k 的

下标k均是相同的. 由于我们需要计算得到很多k值的Hansen系数, 从而必须对每一

个k值的Hansen系数进行递推, 每改变一个k值, 递推就要重新开始, 相应的递推初值需

要重新计算, 这就严重影响了递推的效率.

另外, 利用指标k等于常数的递推方法, 计算得到的Hansen系数, 不一定是我们所需

要的.我们知道Hansen系数X
−(n+1),m
k 和Xn,m

k 含有e|k−m|的因子,对于相同的指标k,不同

指标m的X
−(n+1),m
k 和Xn,m

k 大小是不一样的. 例如, X
−(n+1),n
k 与X

−(n+1),−n
k , 当k > n时

两者大小就相差了e2n; 如果n = 10, e = 0.1, 这两个Hansen系数就相差了20个数量

级. 然而, Giacaglia[1]和McClain[2]给出的递推方法, 均将X
−(n+1),n
k 与X

−(n+1),−n
k 这两

个Hansen系数同时计算出来. 这显然是不需要也不合理的.

3 直接计算方法和递推方法的计算效率比较

众所周知,使用递推方法的目的是为了提高计算效率.下文,我们举例比较Hansen系

数X
−(n+1),m
k 直接计算方法和利用k等于常数的递推方法的计算效率.

假定需要考虑的地球引力场摄动函数的最高阶为100, 偏心率函数Gl,p,q的指标q的

求和范围为[−10, 10], 那么需要计算的偏心率函数Gl,p,q的总数为: 5148 × 21 = 108108.

考虑到Hansen系数的对称性, 实际只需要计算54079个即可, 这就是偏心率函数Gl,p,q的

直接计算方法所需要的计算量.

然而, 采用偏心率函数Gl,p,q = X−l−1,l−2p
l−2p+q 的k = l − 2p+ q等于常数的递推方法, 通

过递推关系式(R1)、(R3)和(R6)的向前递推计算,通过递推关系式(R1)的向后递推计算,

均需要两行初值[3], 相应地, 偏心率函数Gl,p,q向前递推、向后递推的计算量Q̃f和Q̃b分

别为:  Q̃f = 7× K̃ + 108101× K̃ × Tr

Td
,

Q̃b = 201× K̃ + 107907× K̃ × Tr

Td
,

(3)

其中, K̃是由偏心率函数Gl,p,q的3个指标l、p和q所确定的一个常数, Tr是递推计算时间,

Td是直接计算时间; 按照上述与直接计算方法同样的要求, 考虑到Hansen系数的对称性,

K̃ = 111.

如果假定递推计算时间与直接计算时间之比Tr/Td = 0.01, 则由(3)式可得, 偏心

率函数Gl,p,q向前递推的计算量Q̃f ≈ 120769, 向后递推的计算量Q̃b ≈ 142088, 这时

偏心率函数Gl,p,q的递推计算显然是不合算的. 即使递推计算时间与直接计算时间之

比Tr/Td = 0.003, 由(3)式可得, 偏心率函数Gl,p,q向前递推的计算量Q̃f ≈ 36775, 向后递

推的计算量Q̃b ≈ 58244, 这时偏心率函数Gl,p,q的递推计算, 只有向前递推是合算的, 其

计算效率比直接计算方法高. 此外, 由(3)式还不难看出, 即使递推时间Tr = 0, 偏心率函

数Gl,p,q向后递推的计算量Q̃b, 约是直接计算方法的计算量的41.26%, 相应的计算效率

仅提高约1.42倍. 因此, 有必要进一步研究效率更高的偏心率函数Gl,p,q的递推方法.
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4 一种效率较高的偏心率函数的递推方法—成批递推

本节探讨效率较高的偏心率函数Gl,p,q的递推方法, 即成批递推方法. 成批递推方法

的核心, 仍然是基本递推关系(R1)式向后递推、(R1)和(R3)式向前递推(参见文献[3]),

只是改用(1)式和(2)式作为递推计算公式.

我们先分析利用递推公式(1)式的向后递推方法, 相应的递推初值为: Gl,p,q (p = 0, 1, · · · , l; q = −Q ∼ +Q),

Gl−1,p,q (p = 0, 1, · · · , l − 1; q = −Q ∼ +Q),

其中, Q为指标q的最大值. 在递推时, 指标p的取值为1, 2, · · · , l − 1(未考虑偏心率函数

的对称性), 即可计算出:

Gl−2,p−1,q (p = 1, 2, · · · , l − 1; q = −Q ∼ +Q).

对指标l进行循环, 即l取值从L到4(L为指标l的最大值), 就可将所有需要的偏心率函

数Gl,p,q都递推计算出来. 当然, 也可以一次一次地递推, 每递推一次, 就可计算出一

个l的摄动, 这样可以节省数据的存储量. 但是, 这种递推是不完整的, 有两个问题需要注

意: (1)当l − 2p + q = 0时, 需要利用指标k = 0的Hansen系数, 即X
−(n+1),m
0 的递推方法

计算; (2) 当q = ±Q时, 递推公式(1)式中(Gl−1,p−1,q−1 −Gl−1,p,q+1)会出现没有初值的问

题, 需要利用Hansen系数的直接计算方法计算.

不难看出, 上述这种递推方法中, 有3个q值的偏心率函数Gl,p,q, 需要“另外计算”. 也

就是说, 当Q = 10时, 21个q值中, 有3个不能递推, 但还有18个q值的偏心率函数Gl,p,q是

可以递推的. 利用偏心率函数的对称性[1]: Gl,p,q = Gl,l−p,−q, 偏心率函数Gl,p,q的计算量

又可以减少一半, 计算效率要比逐个指标k等于常数的递推方法高得多. 然而, 值得指出

的是, 利用递推公式(1)式向后递推的成批递推方法还存在显著缺点: 一方面, 需要提供

高阶偏心率函数的初值, 当偏心率较大时可能初值误差较大; 另一方面, 从数量级大的偏

心率函数向数量级小的偏心率函数递推, 容易损失有效位数.

为了克服上述这些显著缺点, 我们可以利用递推公式(2)式的向前递推方法. 为了得

到所有的指标p和q的偏心率函数Gl,p,q, 指标p必须为0, 1, · · · , l, 这时就可能出现p超标的

情况. 此外, 与上述利用递推公式(1)式的向后递推方法一样, 还存在q超标的情况, 可能

超标的情况如表1所示. 由表1可知, 利用递推公式(2)式的向前递推方法, p = 0、p = 1、

p = l − 1、p = l、q = −Q、q = −Q+ 1、q = Q− 1和q = Q的偏心率函数Gl,p,q必须直

接计算, 无法递推. 根据偏心率函数的对称性, p = l − 1和p = l的超标情况可以规避掉.

利用递推公式(2)式的偏心率函数Gl,p,q向前递推计算没有奇点也没有e分母, 其计算量相

对利用递推公式(1)式的向后递推方法更大; 通过偏心率函数的对称性, 计算量可以减少

一半, 计算量还是可以接受的.

如果在l−2p ̸= 0时,使用递推公式(1)式向前递推,类似地(1)式中的相关项在p = 0、

p = l和q = ±Q情况下超标. 而使用递推公式(2)式只向前递推计算l − 2p = 0的情况(亦

即p = l/2 的情况), (2)式中的相关项仅在q = ±(Q− 1)和q = ±Q情况下超标. 这样, 能

够克服利用递推公式(1)式向后递推的显著缺点, 降低利用递推公式(2)式向前递推的计

算量. 相应地对于上文第3节中同样的计算要求, 即假定需要考虑的地球引力场摄动函
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数的最高阶为100, 偏心率函数Gl,p,q的指标q的求和范围为[−10, 10], 利用递推公式(1)式

和(2)式的向前递推方法, 同时借助偏心率函数的对称性, 偏心率函数Gl,p,q的成批递推的

计算量Q̃为:
Q̃ = Q̃d + Q̃r × Tr

Td
,

Q̃d = 21 + 11 + 2× 21 + 49× 2 + 97× 19 +
∑100

l=4

[
l+1
2

]
× 2 = 7107,

Q̃r = 54079− Q̃d = 46972,

(4)

其中, Q̃d、Q̃r分别为偏心率函数的直接计算个数和递推计算个数, Tr/Td表示递推计算

时间与直接计算时间之比, [·]表示取整数. 如果假定Tr/Td = 0.01, 则由(4)式可得, 偏

心率函数Gl,p,q成批递推的计算量Q̃ ≈ 7577, 仅为直接计算方法的计算量的14.01%, 相

应的计算效率比直接计算方法可提高约6.14倍; 如果假定Tr/Td = 0.003, 则偏心率函

数Gl,p,q成批递推的计算量Q̃ ≈ 7248, 仅为直接计算方法的计算量的13.40%, 相应的计算

效率比直接计算方法可提高约6.46倍. 同时, 偏心率函数的这种成批递推方法的计算效

率, 也比相应的k等于常数的递推方法高得多.

表 1 利用递推公式(2)式的向前递推方法, 偏心率函数Gl,p,q成批递推计算中可能超标的情况
Table 1 The cases that the indexes p and q exceed the limit in the batch recursion of

eccentricity functions Gl,p,q using Eq. (2) to perform the forward recursion

Term The case that p exceed the limit The case that q exceed the limit

Gl−2,p−1,q p = 0, p = l

Gl−1,p−1,q−1 p = 0 q = −Q

Gl−1,p,q+1 p = l q = Q

Gl−2,p−2,q−2 p = 0, p = 1 q = −Q, q = −Q+ 1

Gl−2,p,q+2 p = l − 1, p = l q = Q− 1, q = Q

综上, 基于递推公式(1)式和(2)式[1]的向前递推方法, 我们就给出了一种效率较高的

偏心率函数的成批递推方法, 这时相应的递推公式即为:

Gl,p,q =



1
(1−e2)2

[(
1− e2

2

)
Gl−2,p−1,q + (1− e2)e(Gl−1,p−1,q−1 +Gl−1,p,q+1)−

e2

4
(Gl−2,p−2,q−2 +Gl−2,p,q+2)

]
, (l − 2p = 0),

1
(l−2p)(1−e2)

[
(l − 2p+ q)

√
1− e2Gl−2,p−1,q−

(l−1)e
2

(Gl−1,p−1,q−1 −Gl−1,p,q+1)
]
, (l − 2p ̸= 0).

(5)

这种成批递推方法的最大好处是: 它需要的初值少, 从量级小的偏心率函数到量级大的

偏心率函数递推, 能够保证递推计算的精度.

5 结论

本文简单分析了Hansen系数递推公式的特点, 举例比较了Hansen系数X
−(n+1),m
k 的

直接计算方法和k等于常数的递推方法的计算效率, 指出有必要研究效率较高的递推计
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算方法. 进而, 基于递推公式(1)式和(2)式的向前递推方法, 我们给出了一种效率较高的

偏心率函数Gl,p,q的成批递推方法. 该成批递推方法不仅需要的初值少, 而且从量级小的

偏心率函数到量级大的偏心率函数递推, 能够保证递推计算的精度; 其计算效率明显优

于直接计算方法, 比相应的k等于常数的递推方法高得多.

附录

Hansen系数的基本递推关系式(R1)–(R4)式[1–3]:

m
√
1− e2X

−(n+2),m
k = ne

2
√
1−e2

[
X

−(n+1),m−1
k −X

−(n+1),m+1
k

]
+ kX−n,m

k , (R1)

(1− e2)X
−(n+1),m
k = X−n,m

k + 1
2
e
[
X−n,m+1

k +X−n,m−1
k

]
, (R2)

(1− e2)2X
−(n+2),m
k = (1− e2)e

[
X

−(n+1),m+1
k +X

−(n+1),m−1
k

]
+

(1− e2

2
)X−n,m

k − e2

4

[
X−n,m+2

k +X−n,m−2
k

]
,

(R3)


(m− n− 1)e2X

−(n+1),m−2
k + 2(2m− n− 1)eX

−(n+1),m−1
k +[

4m+ 2me2 − 4k(1− e2)3/2
]
X

−(n+1),m
k +

2(n+ 2m+ 1)eX
−(n+1),m+1
k + (n+m+ 1)e2X

−(n+1),m+2
k = 0,

(R4)

其中, n、m和k是Hansen系数的3个指标, e为轨道偏心率.
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Computational Efficiency of the Recursion of Hansen

Coefficents

WU Lian-da1 ZHANG Ming-jiang1,2
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ABSTRACT Computational efficiency of the recursion of eccentricity funtions is inves-
tigated, and a kind of batch recursion method is given. Its computational efficiency is
significantly superior to the direct calculation method. Moreover, this kind of batch
recursion is forward so that the magnitudes of eccentricity funtions experience from
small to large change in the recursive process. Hence in this way the high accuracy of
the recursion of eccentricity funtions can be guaranteed.

Key words celestial mechanics, perturbation theory: perturbation function and its
expansion method, methods: numerical
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