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摘要 赋形旋转抛物面天线母线拟合常用的方法包括多项式整体拟合和等间隔分段拟

合, 多项式整体拟合结果阶次高、计算量大, 且高阶多项式在边缘处拟合的结果容易振荡;

而等间隔分段拟合则是对母线数据按等间隔分段, 分段方式具有一定的盲目性, 容易造成

拟合参数多、光滑性差等问题. 针对上述问题, 提出了一种基于母线拟合残差分布的自适

应分段拟合方法, 该方法包括初始整体拟合和分段拟合两步, 初始整体拟合用以确定各离

散点的拟合残差分布, 分段拟合先参照残差分布情况对离散点数据分段, 然后采用低阶多

项式对各段数据进行拟合. 经过实例拟合对比, 该方法可避免高阶拟合的不稳定性, 减少

了分段数, 更适用于赋形旋转抛物面天线母线的拟合.
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1 引言

随着近代电磁学和无线电技术的发展, 反射面天线作为通信、广播、雷达、制导和

射电天文等领域的关键设备得到了广泛的应用[1]. 天线反射面种类繁多, 本文主要关注

旋转抛物面天线. 标准抛物面天线由抛物线绕焦轴旋转而成, 设计原理简单, 但标准抛

物面天线对口径的均匀照射与边缘的能量漏溢存在矛盾, 限制了天线效率的提高, 由此

通过修改反射面形状提升天线效率的赋形反射面天线应运而生[2]. 天线的面型精度是衡

量、评价天线质量的重要指标, 它不仅直接影响天线的口面效率, 决定天线可工作的最

短波长, 还影响天线方向图的主瓣宽度和旁瓣结构[3]. 旋转抛物面天线解析方程通过母

线的旋转得到, 是评价反射面面型精度的基础. 在处理反射面测量数据、评价面型精度

中, 文献[3–4]对于旋转抛物面天线测量数据处理和面型精度评价的方法有较为详细的

介绍; 另外, 文献[5]分别对比了以轴向偏差、径向偏差、法向偏差和焦距偏差为最小量

的4种拟合原则下反射面的拟合情况; 文献[6–7]则以半光程差为最小量对反射面进行拟

合. 天线的理论设计反射面利用母线设计方程表示, 通过实际反射面与设计反射面的比

对可以分析反射面的变形情况, 进而调整反射面的形状和位置实现对变形的补偿, 主反
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射面调整一般用于含有主动面系统的大型天线, 如国内的中国科学院上海天文台65 m射

电望远镜[8–9], 国外的GBT (Green Bank Telescope)望远镜[10]、LMT (Large Millimeter

Telescope)望远镜[11]和SRT (Sardinia Radio Telescope)望远镜[12] 等; 另一方面, 通过调

整副反射面或馈源位置对变形进行补偿更适用于一般的天线, 文献[13–15]给出了一种通

过调整副面位置实时补偿赋形卡式天线主面变形的方法; 文献[16]通过拟合的方法调整

馈源的位置和指向实现补偿. 由此可见, 获取旋转抛物面天线解析方程在处理反射面相

关问题时十分必要.

标准抛物面天线的解析方程直接由母线的方程旋转得到, 而对于赋形反射面天线来

说, 其理论数学模型复杂, 通常用一组离散点表示[17]. 为了实现赋形反射面测量数据的

处理和面型精度的评定, 需要对母线离散点数据进行拟合. 目前, 针对赋形反射面母线

离散点数据拟合常用的方法主要有两种: 一种是直接利用多项式对离散点数据进行整体

拟合, 如文献[18]中利用19阶多项式对口径13 m以内的天线母线数据进行了拟合, 这种

方法不需要考虑离散点数据的特点, 拟合思路简单直接, 对于拟合点来说能够达到较高

精度, 但多项式阶数较高, 拟合计算工作量大, 而且利用高阶多项式拟合曲线容易振荡,

导致拟合结果在边缘处不稳定; 另一种是通过等间隔分段的方式利用低阶多项式对母线

数据进行拟合, 文献[13–16]均采用了这种方法, 等间隔分段拟合在一定程度上可以降低

高阶多项式拟合的不稳定性, 但这种分段方式具有一定的盲目性, 容易导致分段数过多,

造成拟合参数量过大、母线拟合光滑性差的问题.

针对以上方法在赋形反射面母线拟合中存在的问题, 本文提出了一种基于母线拟合

残差分布的自适应分段拟合方法, 这种母线自适应分段拟合的方法包括两步—初始整体

拟合和分段拟合. 初始整体拟合为分段拟合确定了残差的分布情况, 依据母线拟合残差

分布的特点, 通过设置一定的阈值找出拟合残差不同分布的节点; 分段拟合参照初始整

体拟合的结果进行拟合, 利用节点划分残差的范围, 以此为依据对母线离散点数据进行

分段, 再分别采用低阶多项式进行拟合.

2 传统母线拟合方法

2.1 多项式整体拟合

赋形反射面母线通过离散点的坐标数据表示, 多项式整体拟合方法[18]直接利用多

项式对离散点数据进行拟合以获取母线的方程, 如(1)式所示:

y = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n , (1)

式中, a0, a1, a2, · · · , an为多项式系数, 也就是母线拟合参数, n为多项式阶数.

拟合时, 首先利用母线设计时给出的m个离散点数据列出m个误差方程, 如(2)式

所示:

vi = a0 + a1xi + a2x
2
i + · · ·+ anx

n
i − yi (i = 1, 2, · · · ,m) , (2)

式中, (xi, yi)为母线离散点坐标, vi为yi的改正数, 也就是残差; 然后利用最小二乘原理

即可求得母线参数a0, a1, a2, · · · , an. 在拟合过程中, 按照由小到大的顺序依次增大多项
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式的阶数, 直到多项式拟合的精度满足母线拟合要求. 为了使拟合结果达到精度要求, 所

采用的多项式阶数往往较高.

2.2 等间隔分段拟合

将表示理论母线的一组离散点数据进行分段, 分别用低阶多项式对各段进行拟

合[13–16], 以此来得到赋形反射面的母线方程. 赋形反射面母线的离散点数据为m个, 共

划分k段, 令前k–1段的离散点个数相同. 在拟合过程中应该保证相邻分段函数的连续性,

为此相邻分段间应具有一个公共点, 在公共点处两个函数的函数值相同. 公共点处函数

值相同相当于在利用最小二乘原理进行拟合时增加了限制条件, 对于这种含有限制条件

的拟合, 本文采用具有约束条件的参数平差[19]予以实现. 按照这种划分方法相当于每两

段之间增加了一个离散点, 则母线总的离散点个数增加k–1个, 前k–1段上每段包含离散

点的数目为

mk−1 =

[
m+ k − 1

k

]
, (3)

式中, [·]表示按四舍五入取整.

第k段离散点数为mk = m+ k− 1−mk−1(k − 1). 利用分段方法对赋形反射面拟合

时宜采用循环迭代的方式, 逐次增加分段数直至满足母线拟合的精度要求. 随着分段数

目的增加, 母线拟合的参数增多, 拟合处理过程中计算复杂程度也随之提升.

3 自适应分段拟合

前文已经提及, 传统的两种母线拟合方法均存在一定的不足之处. 本文结合这两种

方法的特点, 在此基础上提出了一种自适应分段拟合的方法. 自适应分段拟合方法由初

始整体拟合和分段拟合两部分组成, 不同于等间隔分段中直接将母线数据按长度均匀分

段的方法, 该方法先进行初始整体拟合, 然后参照初始整体拟合结果残差的分布特点自

适应地选择分段的节点, 对母线离散点数据进行分段拟合. 具体流程如下:

(1)选择某一低阶多项式对母线数据进行初始整体拟合, 由(2)式计算各拟合点的vi,

并取其绝对值|vi|.
(2)设置一定的阈值t, 当|vi| 6 t时将该点标记为0, 否则标记为1, 如下所示, 由此得

到拟合残差绝对值的0–1分布:  |vi| > t Set to 1

|vi| 6 t Set to 0
.

(3)根据拟合残差的0-1分布状态对母线数据进行分段, 将残差相同的区域分为一段,

如图1所示, 图1 (a)中l1部分全为0, l2部分全为1, 由此可将母线数据分为2段, 同理图1

(b)中数据可分为3段; 同时, 设定分段最低要求点数为d, 当段中离散点个数小于d时, 不

满足分段最低点数要求, 将此段数据与相邻两段数据合并成一段. 不满足分段最低点数

要求的情况只有两种, 分别如图2 (a)和图2 (b)所示, 图2 (a)和图2 (b)中的l2段离散点个

数小于d, 在拟合过程中直接将l2段与相邻两段数据合为一段.
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图 1 母线拟合残差0–1分布状态

Fig. 1 The 0–1 residual error distribution of

generatrix fitting
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图 2 母线拟合残差0–1分布的特殊情况

Fig. 2 The special case of 0–1 residual error

distribution of generatrix fitting

(4)采用低阶多项式分段对母线数据进行拟合, 相邻两段之间采用公共点连接, 即在

公共点处相邻两段母线拟合函数的函数值相同, 以确保母线拟合结果的连续性.

4 实例计算

母线拟合结果一般以最大逼近误差(Maximum Approximate Error, MAE)作为评价

标准, MAE即为拟合结果中残差绝对值的最大值. 工程测量中通常采用可忽略不计原

则[20], 即当一种误差等于或小于另一种误差的1/3时, 这一误差对总限差的影响可忽略

不计. 根据天线反射面的实际测量精度和工艺水平, 本算例设定测量误差σ = 0.050 mm,

取MAE为σ/3 = 0.016 mm, 以此作为母线拟合结果的限定条件.

4.1 3种方法拟合结果

本文以某13 m赋形反射面天线母线数据为例对3种方法的拟合结果进行检验, 该母

线数据由765个离散点组成. 由于离散点坐标范围变化较大, 为了防止拟合过程中求解

法方程病态, 可以先将坐标数据进行标准化处理, 常见的标准化方法有Min-Max标准化、

Z-score标准化和小数定标标准化等. 本文选择Z-score标准化方法[21]分别将离散点x坐标

和y坐标标准化, 标准化公式如下


x

′

i =
xi − µx

σx

y
′

i =
yi − µy

σy

, (4)

式中, (x
′

i, y
′

i)为标准化后的坐标, µx和σx分别为x的均值和标准差, µy和σy分别为y的均

值和标准差.

将母线坐标数据按照(4)式标准化之后, 对标准化数据进行拟合, 最后再把拟合结果

转换回原始数据.

4.1.1 多项式整体拟合结果

直接利用多项式对母线数据进行整体拟合, 逐次增加多项式的阶数, 直到母线拟合

结果满足限定条件. 在多项式从低阶到高阶变化过程中, 分别统计出不同阶次多项式拟

合结果的MAE和拟合残差的均方根值(Root Mean Square, RMS), 其中均方根公式为
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RMS =

√√√√ m∑
i=1

v2i

m
. (5)

拟合结果见表1, 从中可以看出, 母线拟合的RMS随多项式阶数的增加逐渐减小, 这

表明对于离散点数据, 高阶多项式拟合的整体效果优于低阶多项式; MAE随多项式阶数

的增加没有单调下降, 而是略有波动, 但总体呈现出减小的趋势, 并在阶数达到13阶时满

足母线拟合的限定条件.

表 1 不同阶次多项式拟合结果
Table 1 Fitting results of polynomials with different orders

Order MAE/mm RMS/mm Order MAE/mm RMS/mm

1 427.932 170.8734 8 0.031 0.0039

2 0.029 0.0065 9 0.031 0.0039

3 0.025 0.0059 10 0.028 0.0038

4 0.021 0.0053 11 0.023 0.0035

5 0.018 0.0047 12 0.016 0.0031

6 0.024 0.0043 13 0.008 0.0024

7 0.029 0.0040

4.1.2 等间隔分段拟合结果

按照等间隔的方式对母线离散点数据进行分段, 每段均采用3阶多项式进行拟合.

统计出不同分段下母线拟合结果的MAE和RMS, 结果如表2所示. 从中可以看出, 随着

分段数的增加, 母线拟合的RMS逐渐减小, 说明分段越多, 母线拟合的整体效果越好;

MAE与不同阶次多项式拟合结果类似, 局部略有波动, 总体呈现出下降的趋势, 并在分

段数为7段时达到了母线拟合的精度要求.

表 2 等间隔分段拟合结果
Table 2 The result of equal-interval piecewise fitting

Segment MAE/mm RMS/mm Segment MAE/mm RMS/mm

1 0.025 0.0059 5 0.030 0.0036

2 0.019 0.0046 6 0.023 0.0031

3 0.028 0.0039 7 0.015 0.0021

4 0.032 0.0037

4.1.3 自适应分段拟合结果

按照自适应分段拟合的方法逐步进行:

(1)选择3阶多项式对母线数据进行初始整体拟合, 计算出各点拟合残差的绝对值,

结果如图3所示.
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(2)母线拟合MAE的限定值为0.016 mm, 可将阈值设置为MAE限定值的1/n, 使得

拟合方法能够根据限定条件自动设置阈值. 因此t = 0.0053 mm, 由此得到的拟合残

差0–1分布结果如图4所示.

(3)当段内点数过少时不适合单独进行拟合, 需要确定母线分段最低要求点数d. 取

一定比例s的母线长度作为单位母线长, 因为母线离散点分布均匀, 所以单位母线长所对

应的离散点数即为分段最低要求点数d, 同时, 确定了单位母线长也意味着确定了母线所

能分段的最大数目(母线长/单位母线长). 为了方便不同口径反射面天线的选取, s取值

设置成一定的范围1%–5%, 口径越大的天线对应的s越小, 这样所允许的母线最大分段

数也越多, 符合现实情况. 结合文献[22]中对反射面天线大中小型的分类, 表3分别列出

了各类天线所对应的比例s.
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图 3 初始整体拟合残差绝对值

Fig. 3 The absolute value of initial overall fitting residual error
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图 4 初始整体拟合残差0–1分布

Fig. 4 The 0–1 distribution of initial overall fitting residual error

从表3中可以看出, 本例中的天线所对应的s为4%, 则d = 765s = 30.6, 将d取为30.

对于图4中拟合残差的分布, l3段和l5段中离散点个数均小于d, 将这两段数据与相邻段合

并处理, 合并之后的残差分布如图5所示. 其中, 658号点是残差分布变化的节点, 由此可

将母线数据分为两段, 前658个点作为第1段, 后107个点作为第2段, 其中, 658号点作为

两段的公共点.
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表 3 不同口径天线对应的比例s
Table 3 The ratio s of antennas with different apertures

Kinds Antenna aperture/m s

Small <10 5%

Medium 10–30 4%

Large
30–65 3%

65–100 2%

Ultra-large >100 1%

0 100 200 300 400 500 600 700
point number

0

0.5

1

1.5

Point 658

图 5 合并后残差的0–1分布

Fig. 5 The 0–1 distribution of residual error after mergence

(4)分别采用3阶多项式对两段数据进行拟合, 计算出拟合结果的MAE和RMS.

经过上述流程的拟合计算, 母线数据总体分段数为2段, 拟合结果的MAE为0.014

mm, 满足拟合精度要求, 具体结果见表4.

表 4 自适应分段拟合结果
Table 4 The result of adaptive piecewise fitting

Fitting process MAE/mm RMS/mm

Initial overall fitting 0.025 0.0059

Piecewise fitting 0.014 0.0021

4.1.4 结果分析

3种方法拟合得到的参数数目如表5所示, 从中可以看出, 在满足母线拟合同一精度

要求的情况下, 3种方法中本文提出的自适应分段拟合方法所用到的参数最少, 仅用到

了8个, 简化了母线的表达形式, 方便了后续计算. 另外, 自适应分段拟合第1段中包含

了658个离散点, 而与之范围相近的离散点数据利用等间隔分段拟合方法却分了6段进行

拟合, 大大增加了拟合参数的数目, 由此可以看出等间隔分段拟合方法的盲目性; 同时,

在拟合过程中只保证了拟合曲线的连续性, 各连接点左右两侧导数并不相同, 这会影响

到拟合结果的光滑性; 随着分段数的增加, 连接点数目增多, 母线拟合结果的整体光滑性

逐渐变差.
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3种方法的母线拟合结果如图6所示, 两端点中间的母线部分3者相近, 基本重合; 在

拟合边界部分, 多项式整体拟合曲线的斜率有一个明显增大的趋势, 反映了高阶多项式

拟合的不稳定性, 这会给后续的天线反射面拟合带来不利的影响.

综合以上内容可以发现, 母线拟合的3种方法各有特点:

(1)多项式整体拟合的方法, 拟合过程简单直接, 但往往导致拟合多项式阶次过高、

计算量大, 且高阶多项式在边缘处拟合结果不稳定;

(2)等间隔分段拟合, 拟合多项式采用低阶次多项式, 计算简单但分段不合理, 循环

次数多, 导致拟合结果分段数较多、拟合参数量大, 而且较多的分段会造成拟合曲线不

光滑的现象;

(3)自适应分段拟合的方法兼顾了2者的优点, 初始整体拟合确定残差的分布, 分段

拟合参照残差的特点进行分段, 分段合理、操作简便, 能够以较少的参数满足母线拟合

的要求.

表 5 不同方法拟合参数的数目
Table 5 The number of fitting parameters in different methods

Method
Polynomial overall

fitting

Equal-interval piecewise

fitting

Adaptive piecewise

fitting

Number 14 28 8
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图 6 3种方法的母线拟合结果

Fig. 6 Generatrix fitting results of three methods

4.2 方法扩展

为了进一步提升自适应分段拟合方法的拟合效果, 本文继续在多项式阶次和公共点

限制条件两个方面进行探究.

4.2.1 拟合多项式的选择

4.1.3节中利用了3阶多项式对母线数据进行了分段拟合, 为了进一步验证多项式阶

次不同对母线拟合结果的影响, 这里采用了2阶、4阶和5阶多项式对母线离散点数据进

行拟合, 拟合结果见表6. 从中可以看出, 随着多项式阶数的增加, 自适应分段拟合效果

有了明显的提升; 但当拟合精度达到一定程度之后, 再增加多项式的阶数没有明显的意

义, 这一点可以从4阶多项式和5阶多项式拟合结果的对比中看出. 因此, 在符合母线拟

合精度的条件下, 拟合多项式宜选择低阶次; 当拟合结果不能满足母线拟合要求时, 适当
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增加多项式阶数可以改善拟合的结果.

表 6 不同阶次多项式母线拟合结果
Table 6 Generatrix fitting results of polynomials with different orders

Order MAE/mm RMS/mm

2 0.032 0.0036

3 0.014 0.0021

4 0.002 0.0006

5 0.003 0.0006

4.2.2 公共点限制条件

4.1.3节中为了保证母线拟合的连续性, 相邻两段母线数据中采用了公共点进行连

接. 相邻两段母线拟合函数在公共点处的函数值相同确保了母线拟合的连续性, 但公共

点处的光滑性没能得到保证. 母线拟合的光滑性与公共点两端的导数有关, 两端相等导

数的阶次越高, 母线拟合结果越光滑. 因此, 本文以4次多项式拟合为例, 逐次增加公共

点处导数相等的限制条件.

① yl|xl=xc
= yr|xr=xc

②
dyl
dxl

∣∣∣
xl=xc

=
dyr
dxr

∣∣∣
xr=xc

③
d2yl
dx2

l

∣∣∣
xl=xc

=
d2yr
dx2

r

∣∣∣
xr=xc

④
d3yl
dx3

l

∣∣∣
xl=xc

=
d3yr
dx3

r

∣∣∣
xr=xc


其中, ①条件表示公共点(xc, yc)处左右两端拟合函数的函数值相同, ②③④条件分别表

示公共点处左右两侧的1阶导数、2阶导数和3阶导数相同.

表7为不同阶次多项式母线拟合结果. 从表7中可以看出, 随着公共点处限制条件的

增加, 拟合得到的MAE和RMS增大, 说明拟合精度变差. 分析其原因, 公共点处限制条

件越多, 相邻两段之间的联系越为密切, 不利于各自分段的拟合, 从而导致拟合精度的下

降. 因此, 可以在保证满足精度要求的前提下, 适当增加公共点处的限制条件, 以提升母

线拟合结果的光滑性.

表 7 不同公共点限制条件的拟合结果
Table 7 Fitting results of constraint conditions with different common points

Limiting condition MAE/mm RMS/mm

① 0.002 0.0006

①② 0.002 0.0006

①②③ 0.014 0.0028

①②③④ 0.034 0.0043
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5 总结

赋形反射面母线传统拟合方法存在不足之处: 多项式整体拟合的方法阶次高、计算

量大, 拟合结果不稳定; 等间隔分段拟合方法分段不合理、分段数过多, 导致拟合参数

多、拟合曲线不光滑. 本文提出的自适应分段拟合方法, 以初始整体拟合结果的残差分

布为基础进行分段, 分段方式合理, 采用低阶多项式逐段进行拟合, 计算简单, 能够以较

少的参数满足母线拟合的要求, 方便了后续面型精度的评价. 相比于其他方法, 本文方

法更适合于赋形反射面天线母线的拟合. 同时, 在满足拟合精度的基础上, 选择恰当的

拟合多项式、增加公共点限制条件, 可以进一步提升母线拟合结果的质量.
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Adaptive Piecewise Fitting of Shaped Rotational

Paraboloid Antennas Generatrix

WANG Wen-qi1 LI Zong-chun1 CHENG Zhi-feng2 ZHANG Guan-yu1

(1 Institute of Geospatial Information, PLA Strategic Support Force Information Engineering
University, Zhengzhou 450052)

(2 The 54th Research Institute of China Electronics Technology Group Corporation,
Shijiazhuang 050081)

ABSTRACT Common generatrix fitting methods of the shaped rotational paraboloid
antenna include polynomial overall fitting and equal-interval piecewise fitting. The
order of polynomial overall fitting is high so that the calculation load is large, and the
fitting result on the edge is easy to oscillate. In the second method, generatrix data is
segmented into several equal intervals, but the segment method is unreasonable, which
is easy to cause the result of more fitting parameters and poorer fitting smoothness.
In order to solve the above problems, an adaptive piecewise fitting method based on
the fitting residual distribution is proposed. The method consists of two steps: initial
overall fitting and piecewise fitting. In the initial overall fitting, the fitting residual
error distribution of each discrete point is calculated. In piecewise fitting, firstly, the
discrete point data are segmented according to the residual error distribution. Secondly,
the data of each section are fitted by low-order polynomial. The comparison of fitting
example shows that the method proposed in this paper can avoid the instability of high-
order fitting, reduce the number of segments, and be more suitable for the generatrix
fitting of shaped rotational paraboloid antenna.

Key words shaped paraboloid antenna, paraboloid generatrix, polynomial overall
fitting, equal-interval piecewise fitting, adaptive piecewise fitting
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